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บทคัดย่อ 

  
ในวิทยานิพนธ์นี้ ได้น าเสนอวิธีการค านวณแอคชันยังผลของระบบเกาะโลหะจ านวน

จ ากัดที่ต่อแบบอนุกรมด้วยวิธีการค านวณปริพันธ์ตามวิถีในเวลาจินตภาพ โดยบรรยายอิเล็กตรอนที่
อยู่ในสถานะถูกกระตุ้นทั้งหมด ที่อยู่ในขั้วไฟฟ้าและในเกาะโลหะด้วยตัวแปรแกรสมันน์ พลังงานการ
เพ่ิมประจุของระบบถูกเขียนให้อยู่ในรูปของตัวแปรเฟสซึ่งเป็นตัวแปรสังยุคของจ านวนอิเล็กตรอนที่
อยู่ในเกาะโลหะ ในกรณีที่รอยต่อเป็นโลหะออกไซด์ซึ่งมีช่องการทะลุผ่านเป็นจ านวนมาก ท าให้
แอคชันของการทะลุผ่านที่ขึ้นอยู่กับตัวแปรเฟสนั้นสามารถค านวณได้โดยตรง ดังนั้น ฟังก์ชันแบ่งส่วน
สามารถเขียนให้อยู่ในรูปปริพันธ์ตามวิถีของตัวแปรเฟส โดยความน่าจะเป็นของเส้นทางถูกเขียนอยู่ใน
พจน์ของแอคชันยังผลของระบบ นอกจากนั้น ในวิทยานิพนธ์นี้ได้น าเสนอวิธีการค านวณจ านวน
อิเล็กตรอนเฉลี่ยของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรมให้อยู่ในพจน์ของแอคชันยังผล  
พร้อมทั้งได้ยกตัวอย่าง การค านวณจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยเพ่ือน าไปประยุกต์ใช้ในการอธิบาย
ปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ที่เกิดข้ึนในระบบสองและสี่เกาะโลหะ 

ส าหรับระบบสองเกาะโลหะ จากผลการค านวณจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในระบบ 
พบว่า  การเพ่ิมขึ้นของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยมีลักษณะเป็นแบบขั้นบันได โดยความคมชัดของ
ขั้นบันไดจะถูกลบเลือนไปเมื่ออุณหภูมิเพ่ิมสูงขึ้น ซึ่งเป็นผลเนื่องจาก การลดลงของปรากฏการณ์
ขัดขวางแบบคูลอมบ์นั่นเอง นอกจากนั้น ได้น าเสนอวิธีการสร้างแผนภาพเสถียรแบบใหม่ของระบบ 2 
เกาะโลหะ โดยใช้ภาพฉายของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมบนระนาบของตัวแปรแรงดันไฟฟ้าที่ข้้วเกต 
พบว่า ภาพฉายดังกล่าวสามารถใช้อธิบายการเกิดขึ้นของปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ได้เป็น
อย่างดี เนื่องจากแผนภาพเสถียรนี้ ได้พิจารณาผลของปรากฏการณ์การทะลุผ่านร่วมด้วย ดังนั้น 
แผนภาพเสถียรนี้จึงถูกเรียกว่า แผนภาพเสถียรแบบควอนตัม จากนั้น เมื่อพิจารณาการเปลี่ยนแปลง
ของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบเมื่อเทียบกับแรงดันไฟฟ้าที่ขั้วเกต พบว่า จุดที่เกิดการ
เปลี่ยนแปลงสูงที่สุดมีค่าคงที่ ไม่ขึ้นอยู่อุณหภูมิ นอกจากนั้น วิทยานิพนธ์นี้ได้แสดงวิธีการสร้างแผน
แผนภาพเสถียรของระบบสี่ เกาะโลหะ ในกรณีที่ อุณหภูมิมีค่าต่ าๆ จนสามารถละเลยผลของ

 



 

 

  จ 

ปรากฏการณ์การทะลุผ่านได้ โดยแบ่งการพิจารณาสองกรณี กล่าวคือ ก าหนดให้แรงดันไฟฟ้าขั้วเกต
ที่ 2 และ 3 เท่ากัน มีค่าเป็น 0.0 และ 0.5 ตามล าดับ และเปลี่ยนแปลงเฉพาะแรงดันไฟฟ้าเฉพาะขั้ว
เกตที่ 1 และ 4 พบว่า แผนภาพเสถียรดังกล่าว สามารถแสดงจุดควอรูเปิลพ้อยต์ (quadrupole 
point) ซึ่งเป็นจุดที่อิเล็กตรอนสามารถมีระดับพลังงานเท่ากัน 4 สถานะ ยิ่งไปกว่านั้น กระบวนการ
ควอนตัมเซลล์ลูลาร์ออโตมาต้า (quantum cellular automata process) ซึ่งเป็นปรากฏการณ์ที่
อิเล็กตรอนสองตัวทะลุผ่านไปพร้อมกัน ก็ได้แสดงไว้ในแผนภาพเสถียรนี้ด้วยเช่นกัน 

 
ค าส าคัญ : แอคชันยังผล, ระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดท่ีต่อกันแบบอนุกรม, ปรากฏการณ์ขัดขวาง
แบบคูลอมบ์ 
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ABSTRACT 

  
In this thesis, we present a calculation of the effective action of a finite 

serial metallic island system by imaginary-time path integrals formalism. To this 
purpose, all electronic excitations in the lead and island electrodes are described using 
Grassmann numbers. Coulomb charging energy of the system is represented in terms 
of phase fields conjugate to the island charges. For metallic oxide-layer tunnel 
junctions with many tunneling channels, the tunneling action phase dependence can 
also be determined explicitly. Therefore, one obtains a representation of the partition 
function as a path integral over phase fields with a path probability given in terms of 
an analytically know effective action functional. Furthermore, we propose a calculation 
of the average electron number on each island in terms of effective action. Finally, as 
the demonstrations, the Coulomb blockade effect in 2 and 4 island systems are 
described in terms of the average electron number. 

For the two-island system, we have calculated the average electron 
numbers and found that the average electron numbers increase as a step function 
with the two gate voltage variables. Due to the reduction of the Coulomb blockade 
effect, the sharpness of the step function is smeared out by increasing temperature. 
Furthermore, we propose a new method to construct a stability diagram of the two 
island system by a projection image of the total average electron number on the gate 
voltage variables plane. The stability diagram is able to describe the occurring of the 
Coulomb blockade effect very well. Since the tunneling effect is considered, the 
stability diagram is called the quantum stability diagram.  In addition, the differences 
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of the average electron number respected with the gate voltage variables are 
calculated. We found that the maximum point of this quantity is the independence of 
temperature. Finally, for very low temperatures until the tunneling effect is neglected, 
the stability diagrams of the four-island system are constructed in two cases in which 
n02 and n03 are identified and equal 0.0 and 0.5, respectively. We found that the 
stability diagram shows the quadrupole points in the final case, where an electron can 
reach four energy states. Moreover, the quantum cellular automata process that two-
electrons tunnel simultaneously is also shown in this stability diagram.   

 
Keyword : effective action, finite serial metallic island system, Coulomb blockade 
effect 
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บทที่ 1 

บทน า 
1.1 ที่มาและความส าคัญ 

อุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยว (single electron devices) [1] เป็นอุปกรณ์ที่สามารถควบคุมการ
ส่งผ่านของอิเล็กตรอนได้ทีละหนึ่งตัว แม้ว่าการควบคุมอิเล็กตรอนทีละหนึ่งตัวสามารถท าได้ครั้งแรก
ตั้งแต่ปี ค.ศ. 1909 โดยมิลลิแกน (Milligan) ได้ท าการควบคุมอิเล็กตรอนอิเล็กตรอนให้ลอยอยู่ใน
สุญญากาศด้วยสนามไฟฟ้า แต่อย่างไรก็ตาม การควบคุมอิเล็กตรอนดังกล่าวไม่สามารถแสดงในระบบ
ที่อยู่ในสถานะของแข็ง (solid state system) เนื่องจากข้อจ ากัดของเทคโนโลยีที่ไม่สามารถสร้าง
อุปกรณ์อิเล็กทรอนิกส์ให้มีขนาดเล็กอยู่ในระดับไมโครเมตรถึงนาโนเมตรได้ กระทั่งในปี ค.ศ. 1980 
อุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยวในสถานะของแข็งได้ถูกสร้างขึ้นเป็นครั้งแรกด้วยเทคนิคสมัยใหม่ที่เรียกว่า 
กระบวนการลิโทกราฟฟี (lithography process) ท าให้สามารถสร้างเกาะโลหะ (metallic island) 
ให้มีขนาดในระดับไมโครเมตรถึงนาโนเมตร และยังสามารถก าหนดลักษณะ รูปร่าง และความ
สมมาตรได้ตามที่ต้องการ เกาะโลหะถูกแยกออกจากขั้วไฟฟ้า (electrode) ด้วยรอยต่อการทะลุผ่าน 
(tunneling junction) [2] ซึ่งเทคโนโลยีดังกล่าวได้ท าให้เกิดการค้นคว้าและวิจัยในแขนงใหม่ที่
เรียกว่า การทะลุผ่านของอิเล็กตรอนหนึ่งตัว (single electron tunneling) ขึ้น [3]–[9] 

นักวิทยาศาสตร์มุ่งหวังว่าการวิจัยที่เกี่ยวกับอุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยวจะปฏิวัติการออกแบบ
อุปกรณ์เชิงตรรกะและหน่วยความจ าที่ใช้อยู่ในปัจจุบัน [10], [11] เนื่องจากคุณสมบัติหลักที่สามารถ
เก็บข้อมูลได้หลายสถานะในหนึ่งบิท (bit) ท าให้วงจรรวม (integrated circuit) มีขนาดที่เล็กลงมาก 
เมื่อเทียบกับเทคโนโลยีในปัจจุบันที่สามารถเก็บข้อมูลในหนึ่งบิทได้สองสถานะเท่านั้น การที่จะท าให้
อุปกรณ์เชิงตรรกะและหน่วยความจ ามีขนาดความจุและความเร็วเพ่ิมขึ้นจ าเป็นต้องเพ่ิมจ านวน
ทรานซิสเตอร์ในวงจรรวม ซึ่งเป็นที่ทราบกันดีแล้วว่าทรานซิสเตอร์ในปัจจุบันจะไม่สามารถลดขนาด
ลงได้อีก [12], [13] และเมื่อจ านวนทรานซีสเตอร์มากเกินไปจะท าให้วงจรใช้พลังงานเกินขีดจ ากัดของ
การหล่อเย็น (cooling limit) [14] จึงได้มีการคาดการณ์ว่าเทคโนโลยีในปัจจุบัน จะถูกแทนที่ด้วย
เทคโนโลยีของอุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยว [15]–[18] 

โดยทั่วไป อุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยวประกอบไปด้วยรอยต่อการทะลุผ่านที่เชื่อมต่อระหว่าง
ขั้วไฟฟ้ากับเกาะ (เกาะที่สร้างจากโลหะจะถูกเรียกว่าเกาะโลหะแต่ถ้าเกาะที่เป็นสารกึ่งตัวน าจะถูก
เรียกว่า ควอนตัมดอท (quantum dot) [19] ) การส่งผ่านอิเล็กตรอนทีละหนึ่งตัวสามารถท าได้โดย
อาศัยปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ (Coulomb blockade phenomena) [2] ในทศวรรษที่
ผ่านมาอุปกรณ์ดังกล่าวก าลังได้รับความสนใจและถูกศึกษาอย่างแพร่หลาย เนื่องจากมีการใช้พลังงาน
ที่ต่ าเมื่อเทียบกับเทคโนโลยีแบบดั้งเดิมและมีความไวสูง (ultra–sensitive device) ยิ่งไปกว่านั้น 
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งานวิจัยได้พัฒนาให้อุปกรณ์ดังกล่าวท างานได้ที่อุณหภูมิสูง ซึ่งจ าเป็นต้องสร้างให้อุปกรณ์มีขนาดอยู่
ในระดับ 1 นาโนเมตรและมีความจุไฟฟ้าที่น้อย เพ่ือท าให้พลังงานการเพ่ิมประจุ (charging energy) 
มีค่าสูงเมื่อเทียบกับพลังงานจลน์ของอิเล็กตรอน เพ่ือป้องกันไม่ให้อิเล็กตรอนเคลื่อนที่เข้าหรือออก
จากเกาะโลหะได้อย่างอิสระ 

อุปกรณ์พ้ืนฐานที่สุดของอุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยวถูกเรียกว่า กล่องอิเล็กตรอนเดี่ยว (single 
electron box) โดยอุปกรณ์ดังกล่าวสามารถควบคุมการเคลื่อนที่ของอิเล็กตรอนเข้าหรือออกจาก
เกาะโลหะได้ทีละหนึ่งตัว ซึ่งถูกศึกษาเป็นครั้งแรกด้วยลาฟาร์กและคณะ (Lafarge et al.) [20] 
อย่างไรก็ตาม อุปกรณ์ดังกล่าวไม่สามารถให้อิเล็กตรอนเคลื่อนที่ผ่านระบบได้ ท าให้มีการน าไป
ประยุกต์ใช้งานน้อย ต่อมาได้มีการพัฒนาอุปกรณ์ขึ้นมาใหม่ที่เรียกว่า ทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยว 
(single electron transistors) [1] โดยมีโครงสร้างที่ประกอบไปด้วยรอยต่อการทะลุผ่านสองรอยต่อ 
กล่าวคือ รอยต่อระหว่างขั้วไฟฟ้าซอร์ส (source electrode) กับเกาะโลหะและรอยต่อระหว่างเกาะ
โลหะกับข้ัวไฟฟ้าเดรน (drain electrode) โดยสามารถควบคุมอิเล็กตรอนเคลื่อนที่ผ่านระบบได้ ซึ่งมี
ขั้วไฟฟ้าเกต (gate electrode) ท าหน้าทีเ่พ่ิมหรือลดศักย์เคมี (chemical potential) ของเกาะโลหะ 
ท าให้อิเล็กตรอนสามารถเคลื่อนที่เข้าหรือออกจากเกาะโลหะได้ทีละหนึ่งตัว เนื่องจากอิเล็กตรอน
สามารถถูกควบคุมให้เคลื่อนที่ผ่านทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยวได้ ท าให้อุปกรณ์ดังกล่าวสามารถ
น าไปประยุกต์ใช้งานได้หลากหลาย เช่น อุปกรณ์เชิงตรรกะ (logic devices) [21] อุปกรณ์วัด
อิเล็กตรอนที่มีความละเ อียดสูง ( ultra–sensitive electrometer) [22] วงจรเชิงควอนตัม 
(quantronium circuits) [23] ซึ่งเป็นวงจรที่สามารถเก็บข้อมูลเป็นคิวบิท (qubit) ได้ ท าให้สามารถ
ใช้เป็นหน่วยเก็บข้อมูลพ้ืนฐานของควอนตัมคอมพิวเตอร์ นอกจากนั้น ยังมีงานวิจัยที่ศึกษา
ทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยวที่สร้างจากวัสดุอ่ืน ตัวอย่างเช่น ทรานซิสเตอร์อะตอมเดี่ยว ( single–
atom transistors) [24] ทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยวชนิดโมเลกุลเดี่ยว ( single–molecule 
transistors) [25] ทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยวชนิดท่อนาโนคาร์บอน (carbon nanotube single 
electron transistors) [26] หรือที่ท าจากกราฟีน (graphene single electron transistors) [27] 

ในปี ค.ศ.2002 วอล์ลิสเซอร์และคณะ (Wallisser et al.) [28] ได้ศึกษาทรานซิสเตอร์
อิเล็กตรอนเดี่ยวชนิดโลหะ (metallic–single electron transistors) โดยการศึกษาปรากฏการณ์
ขัดขวางแบบคูลอมบ์ทั้งในทางการทดลองและทางทฤษฎี อุปกรณ์ดังกล่าวประกอบไปด้วยรอยต่อการ
ทะลุผ่านระหว่างเกาะโลหะและข้ัวไฟฟ้าสี่รอยต่อและรอยต่อระหว่างเกาะโลหะและขั้วเกตสองรอยต่อ
ซึ่งแสดงดังภาพประกอบ 1.1 ในการศึกษาได้พิจารณาแอคชันยังผล ( effective action) ของ
ทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยวร่วมกับการประมวลผลแบบควอนตัมมอนติคาร์โล (quantum Monte 
Carlo method) เพ่ือน าไปสู่การค านวณค่าความน าไฟฟ้าของทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยว เพ่ือ
อธิบายปรากฏการณ์การลดลงของกระแสการทะลุผ่าน (tunneling current) ในทรานซิสเตอร์
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อิเล็กตรอนเดี่ยวหรือที่รู้จักกันโดยทั่วไปคือ ปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ เมื่อน าผลการค านวณ
ที่ได้จากวิธีการค านวณดังกล่าวไปเปรียบเทียบกับผลการทดลอง พบว่า สามารถอธิบายปรากฏการณ์
ดังกล่าวได้อย่างถูกต้องทุกช่วงของอุณหภูมิ [29] ดังแสดงในภาพประกอบ 1.1 
 

 
 
ภาพประกอบ 1.1 (ซ้าย) ภาพถ่ายด้วยกล้องจุลทรรศน์อิเล็กตรอนแบบส่องกราด ( scanning 
electron microscope; SEM) ของทรานซีสเตอร์แบบอิเล็กตรอนเดี่ยวชนิดโลหะ [28] และ (ขวา)
ความน าไฟฟ้าของทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยวที่อุณหภูมิค่าต่าง ๆ ซึ่งค่าความน าไฟฟ้าที่ได้จากผล
การทดลองแสดงด้วยจุด และเส้นทึบแสดงผลที่ได้จากการค านวณโดยใช้วิธีควอนตัมมอนติคาร์โล [29] 
 

อุปกรณ์ที่มีความซับซ้อนมากกว่าทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยวในล าดับต่อมาเรียกว่า ปั๊ม
อิเล็กตรอนเดี่ยว (single electron pump) ซึ่งประกอบด้วยเกาะโลหะสองเกาะ [30] เรียงต่อกัน 
โดยมีรอยต่อการทะลุผ่านคั่นอยู่ระหว่างเกาะโลหะทั้งสอง ปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยวเป็นอุปกรณ์ที่ถูกน าไป
ประยุกต์ใช้อย่างหลากหลาย เช่น อุปกรณ์ควบคุมความถี่ด้วยไฟฟ้ากระแสตรงที่มีความแม่นย าสูง 
(frequency–controlled direct currents of high accuracy) [31] โดยในปี ค.ศ.2005 ลิมบัชและ
คณะ (Limbach et al.) [32] ได้ศึกษาระบบปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยวชนิดโลหะ (metallic–single 
electron pumps) ดังแสดงในภาพประกอบ 1.2 โดยได้ท าการทดลองวัดค่าความน าไฟฟ้าของปั๊ม
อิเล็กตรอนเดี่ยว พร้อมทั้งได้ค านวณค่าความน าไฟฟ้าของอุปกรณ์ดังกล่าวเพ่ือเปรียบเทียบกับผลการ
ทดลอง โดยใช้ทฤษฎีการรบกวน (perturbation theory) ที่ถูกเรียกว่า แบบจ าลองแบบซีแควนเชียล 
(sequential model) เพ่ืออธิบายผลการทดลอง จากการศึกษาพบว่า ผลการค านวณกับผลการ
ทดลองให้ผลที่สอดคล้องกัน เนื่องจากการปรับเปลี่ยนพารามิเตอร์ที่ใช้ในการค านวณ ท าให้ ในปี ค.ศ.
2012 ศรีวิไล [33] ได้ค านวณแอคชันยังผลของปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยวชนิดโลหะ เพ่ือน าไปค านวณความ
น าไฟฟ้าของปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยว แล้วเปรียบเทียบผลการค านวณกับผลที่ได้จากการทดลองของลิมบัช
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และคณะ พบว่า สามารถอธิบายผลการทดลองได้เป็นอย่างดี [34] โดยการใช้พารามิเตอร์พ้ืนฐานจาก
การทดลองเท่านั้น ดังแสดงในภาพประกอบ 1.2 
 

  
 
ภาพประกอบ 1.2 (ซ้าย) โครงสร้างของปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยว ที่ถ่ายด้วยกล้องจุลทรรศน์อิเล็กตรอน
ชนิดส่องกราด (scanning electron microscope; SEM) [32] และ (ขวา) ความน าไฟฟ้าสูงสุดของ
ปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยวที่อุณหภูมิต่างๆ สีด า เป็นข้อมูลที่ได้จากจากการทดลอง สีแดง เป็นข้อมูลที่ได้จาก
การค านวณด้วยวิธีควอนตัมมอนติคาร์โล และสีน้ าเงิน เป็นค่าความน าไฟฟ้าที่ได้จากวิธีการประมาณ
แบบกึ่งฉบับ (semi–classical approximation) [33] 
 

อุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยวแบบสามเกาะโลหะ (triple quantum dot system) เป็นอุปกรณ์ที่
ประกอบไปด้วยรอยต่อทะลุผ่านสี่รอยต่อ ประกอบไปด้วยรอยต่อระหว่างเกาะโลหะและเกาะโลหะ
และรอยต่อระหว่างเกาะโลหะกับขั้วไฟฟ้าสองรอยต่อและรอยต่อระหว่างเกาะโลหะและขั้วเกตสาม
รอยต่อ ดังแสดงในภาพประกอบ 1.3 ซึ่งเป็นอุปกรณ์ที่ถูกสร้างขึ้นเพ่ือศึกษาการควบคุมการส่งผ่าน
ของอิเล็กตรอนผ่านเกาะโลหะ พร้อมทั้งค านวณแผนภาพเสถียรของระบบโดยใช้ทฤษฎีแบบกึ่งฉบับ 
(semi–classical theory) ดังแสดงในภาพประกอบ 1.4 (ซ้าย) ซึ่งพบว่าผลการค านวณมีลักษณะ
สอดคล้องกับผลที่ได้จากการทดลอง แต่เส้นพลังงานการเพ่ิมประจุเกิดการเลื่อนต าแหน่งเล็กน้อยเมื่อ
เปรียบเทียบผลที่ต าแหน่งเดียวกันเมื่อเทียบกับผลการวัดที่ ได้จากการทดลอง ดังแสดงใน
ภาพประกอบ 1.4 (ขวา) เนื่องจากผลของอุณหภูมิหรือของโฟนอน (phonon) นอกจากนั้นอุปกรณ์
อิเล็กตรอนเดี่ยวแบบสามเกาะโลหะยังได้ถูกน าไปประยุกต์ใช้อย่างหลากหลาย เช่น อุปกรณ์เก็บข้อมูล
สปินอิเล็กตรอนแบบคิวบิท (electron spin qubits) ที่ท าการวัดจ านวนสปินรวมของอิเล็กตรอนที่อยู่
ในแต่ละเกาะโลหะ วงจรเรียงกระแส (triple quantum dot charging rectifier) [35] และอุปกรณ์
เชิงตรรกะ ซึ่งน าไปเป็นแนวทางในการพัฒนาอุปกรณ์จัดเก็บข้อมูล [36] 
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ภาพประกอบ 1.3 อุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยวแบบสามเกาะโลหะที่ถ่ายด้วยกล้องจุลทรรศน์อิเล็กตรอน
เดี่ยวแบบส่องกราด สีเหลือง เป็นขั้วไฟฟ้าที่ท าควบคุมพลังงานศักย์สถิตของเกาะโลหะและควอนตัม
พอยต์คอนแทค (quantum point contact) โดย A B และ C ที่อยู่ในวงกลมสีด า เป็นต าแหน่ง
โดยประมาณของเกาะโลหะ ลูกศร เป็นเส้นทางของกระแสทะลุผ่านที่เป็นไปได้ผ่านเกาะโลหะและ
ควอนตัมพอยต์คอนแทค ตัวเลขโรมัน เป็นโอห์มมิคคอนแทค (Ohmic contact)   และ  เป็น
ขั้วเกตที่ใช้ควบคุมเกาะโลหะ A B และ C ตามล าดับ d1 d2 และ d3 เป็นควอนตัมพอยต์คอนแทค 
ซึ่งท าหน้าที่เป็นเซนเซอร์วัดประจุ (charge sensor) [37]  
 

 
 
ภาพประกอบ 1.4 (ซ้าย) ผลการค านวณเชิงตัวเลขของแผนภาพเสถียรของระบบสามเกาะโลหะที่
ขึ้นกับศักย์ไฟฟ้าจากขั้วเกตของเกาะโลหะ A และ C กล่าวคือ  และ  ตามล าดับ เส้นสีเหลือง 
เป็นเส้นของพลังงานการเพ่ิมประจุ สีชมพู เป็นบริเวณที่มีจ านวนประจุของแต่ละเกาะโลหะคงที่ และ
จุดตัดของเส้นของพลังงานการเพ่ิมประจุ เป็นบริเวณที่เกิดการส่งผ่านของอิเล็กตรอน และ (ขวา) ผล
การวัดที่ได้จากการทดลองวัดแผนภาพเสถียรของจ านวนประจ ุ

จากที่กล่าวมาข้างต้น จะเห็นได้ว่าเมื่อจ านวนเกาะโลหะของอุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยวเพ่ิมมาก
ขึ้น การน าไปประยุกต์ใช้งานก็มีความหลากหลายมากยิ่งขึ้น แต่ในขณะเดียวกัน การอธิบาย

  

V V
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ปรากฏการณ์ที่เกิดขึ้นในอุปกรณ์ดังกล่าวก็มีความซับซ้อนมากยิ่งขึ้นตามไปด้วย โดยในการอธิบาย
ปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ในอุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยวนั้น  สามารถอธิบายจากการ
เปลี่ยนแปลงปริมาณต่างๆ เช่น จ านวนอิเล็กตรอนในเกาะโลหะ ความน าไฟฟ้า หรือพลังงานการเพ่ิม
ประจุของระบบ 

จากการศึกษางานวิจัยส าหรับระบบที่มีเกาะโลหะมากกว่าสองเกาะ พบว่า โดยทั่วไปในการ
อธิบายพฤติกรรมของระบบดังกล่าวในทางทฤษฎีจะใช้ทฤษฎีการรบกวนอันดับที่หนึ่ง (first order 
perturbation theory) หรือที่เรียกว่า แบบจ าลองซีเควนเชียล (sequencial model) หรือในกรณีที่
พิจารณาปรากฏการณ์การทะลุผ่านร่วม (co–tunneling) ร่วมด้วย จะใช้ทฤษฎีการรบกวนอันดับที่
สอง (second order perturbation theory) เนื่องจากมีความสะดวกในการค านวณ ซึ่งน าไปสู่การ
เขียนโปรแกรมส าเร็จรูปมากมาย เช่น Spite Simon [38] เป็นต้น แต่ทฤษฎีดังกล่าวก็ยังมีขีดจ ากัดใน
การอธิบายเป็นอย่างมาก กล่าวคือ สามารถอธิบายผลการทดลองได้ดีในช่วงที่เกิดปรากฏการณ์การ
ทะลุผ่านน้อย (weak tunneling coupling) หรือ ค่าความน าไฟฟ้าของระบบมีค่าน้อยเท่านั้นหรือ   (

1g  ) แต่อย่างไรก็ตาม มีงานวิจัยที่ได้ศึกษาระบบที่ประกอบ 1 และ 2 เกาะโลหะ โดยการค านวณ
ผ่านแอคชันยังผลของระบบร่วมกับการประมวลผลด้วยวิธีควอนตัมมอนติคาร์โล [29], [33] พบว่า 
สามารถอธิบายผลการทดลองทั้งในกรณีที่เกิดปรากฏการณ์การทะลุผ่านน้อยและในช่วงที่เกิด
ปรากฏการณ์การทะลุผ่านมาก (strong tunneling coupling) หรือ ( 1g  ) ได้เป็นอย่างดี แต่ใน
ระบบที่มีเกาะโลหะมากกว่า 2 เกาะนั้น ยังไม่มีงานวิจัยใดที่ได้ศึกษาการค านวณแอคชันยังผลดังกล่าว 
ท าให้งานวิจัยด้านนี้ไม่ได้มีการพัฒนาอย่างต่อเนื่อง 

ดังนั้น ในวิทยานิพนธ์นี้จึงมีวัตถุประสงค์ที่จะค านวณแอคชันยังผลของระบบเกาะโลหะ
จ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรม เพ่ืออธิบายระบบที่ประกอบด้วยเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบ
อนุกรม ดังแสดงในภาพประกอบ 1.5 โดยในวิทยานิพนธ์นี้จะเริ่มจากการเขียนฮามิลโทเนียนของ
ระบบ เพ่ือน าไปสู่การเขียนฟังก์ชันแบ่งส่วนของระบบดังกล่าว โดยฟังก์ชันแบ่งส่วนที่ได้จะอยู่ใน
รูปแบบปริพันธ์ของฟังก์ชันนอล (functional integral) ที่ขึ้นกับแอคชันยังผลของระบบ จากนั้น น า
รูปแบบของฟังก์ชันแบ่งส่วนและแอคชันยังผลของระบบที่ได้ไปประยุกต์ใช้ในการค านวณปริมาณทาง
ฟิสิกส์ เช่น จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในระบบ เพ่ือใช้ในการอธิบายพฤติกรรมของอุปกรณ์อิเล็กตรอน
เดี่ยวแบบต่างๆ 
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ภาพประกอบ 1.5 แบบจ าลองของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรม 
 

เพ่ือตรวจสอบความถูกต้องของการค านวณ วิทยานิพนธ์นี้ได้น าผลการค านวณที่ได้ไป
เปรียบเทียบกับผลการทดลองและอธิบายปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ในปั้มอิเล็กตรอนเดี่ยวซึ่ง
เป็นระบบที่ประกอบไปด้วย 2 เกาะโลหะและอธิบายการเกิดปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ใน
ระบบ 4 เกาะโลหะ ซึ่งจะเป็นแนวทางในการศึกษาอุปกรณ์ที่มีความซับซ้อนมากยิ่งขึ้นและได้เงื่อนไข
ที่เหมาะสมในการควบคุมอุปกรณ์ดังกล่าวต่อไป 
 
1.2 วัตถุประสงค์ของการวิจัย 
1. เพ่ือค านวณแอคชันยังผลของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดท่ีต่อแบบอนุกรมกัน 
2. เพ่ือน าแอคชันยังผลของระบบที่ค านวณได้ไปอธิบายพฤติกรรมของอุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยวที่
ประกอบไปด้วยเกาะโลหะจ านวนจ ากัดและต่อแบบอนุกรม 
 
1.3 ขอบเขตของงานวิจัย 

ในการค านวณแอคชันยังผลของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรม ได้แบ่ง
ขั้นตอนการค านวณเป็นล าดับดังต่อไปนี้ 
1. สร้างแบบจ าลองของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรมและเขียนฮามิลโทเนียนของ
ระบบดังกล่าว 
2. เขียนฟังก์ชันแบ่งส่วน (partition function) และแอคชันยังผลของระบบที่อยู่ในรูปแบบปริพันธ์
ของฟังก์ชันนอล 
3. ท าการตรวจสอบแอคชันยังผลของระบบดังกล่าวโดยการน าไปอธิบายพฤติกรรมของระบบที่
ประกอบไปด้วย 2 เกาะโลหะ 
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4. ท าการตรวจสอบแอคชันยังผลของระบบดังกล่าวโดยการน าไปอธิบายพฤติกรรมของระบบที่มี 4 
เกาะโลหะที่ต่อแบบอนุกรม 
1.4 สถานที่ท าการวิจัย 

หน่วยวิจัย ฟิสิกส์ทฤษฎีสสารควบแน่น ( Theoretical Condensed Matter Physics 
Research Unit) ห้อง SC1–203 ภาควิชาฟิสิกส์ คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยมหาสารคาม 
 
1.5 ประโยชน์ที่ได้รับ 
1. สามารถน าแอคชันยังผลที่ได้ไปอธิบายผลการทดลองของอุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยวที่ประกอบไป
ด้วยเกาะโลหะที่ต่อแบบอนุกรมได ้
2. สามารถน าองค์ความรู้ที่ได้ไปออกแบบและประยุกต์ใช้งานอุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยวที่มีความ
ซับซ้อนได้อย่างมีประสิทธิภาพ 
Equation Chapter 2 Section 1 
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บทที่ 2 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 
เพ่ือศึกษาเกี่ยวกับทฤษฎีที่ใช้ในการค านวณฟังก์ชันแบ่งส่วนของระบบเกาะโลหะจ านวน

จ ากัดที่ต่อแบบอนุกรมและการค านวณเชิงตัวเลขของการค านวณปริพันธ์ของฟังก์ชันนอล ในบทนี้ได้
แบ่งเนื้อหาออกเป็นสามส่วน ในส่วนแรกจะกล่าวถึงทฤษฎีที่เกี่ยวข้องกับการเกิดปรากฏการณ์
ขัดขวางแบบคูลอมบ์ในระบบเกาะโลหะ โดยในหัวข้อ 2.1 ได้อธิบายปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคู
ลอมบ์และเงื่อนไขที่ส าคัญของการเกิดปรากฏการณ์ดังกล่าว นอกจากนี้ยังได้กล่าวถึงพลังงานเพ่ิม
ประจุซึ่งเป็นพารามิเตอร์ที่ส าคัญในการอธิบายการเพ่ิมประจุเข้าไปในระบบเกาะโลหะ ในหัวข้อ 2.2 
ถึง 2.4 ไดก้ล่าวถึงอุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยว เช่น กล่องอิเล็กตรอนเดี่ยว ทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยว 
ปั้มอิเล็กตรอนเดี่ยว ซึ่งระบบดังกล่าวประกอบด้วยเกาะโลหะ 1 และ 2 เกาะที่ต่อกันแบบอนุกรม 
ตลอดจนการควบคุมการเคลื่อนที่ของอิเล็กตรอนในอุปกรณ์ดังกล่าว ตามล าดับ ในส่วนที่สองนั้นได้
กล่าวถึงการค านวณปริพันธ์ของฟังก์ชันนอลส าหรับเฟอร์มิออน ซึ่งได้กล่าวถึงทฤษฎีและเทคนิคทาง
คณิตศาสตร์ที่ใช้ค านวณแอคชันยังผลของอุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยว โดยเริ่มจากหัวข้อ 2.5 ได้กล่าวถึง
หลักการและวิธีการส าหรับการค านวณปริพันธ์ของฟังก์ชัน เพ่ืออธิบายพ้ืนฐานทางคณิตศาสตร์และ
ที่มาของสมการที่ใช้ในการค านวณปริพันธ์ตามวิถีส าหรับระบบของเฟอร์มิออนหลายตัว [39], [40] ใน
หัวข้อ 2.6 ได้อธิบายเกี่ยวกับการควอนไทส์ล าดับที่สอง (second quantization) ซึ่งประกอบไปด้วย
ปริภูมิของฟอกซ์ (Fock space) ของระบบอนุภาคหลายตัวและได้ก าหนดสัญลักษณ์ที่ ใช้ ใน
วิทยานิพนธ์ จากนั้นได้อธิบายเกี่ยวกับเทคนิคคณิตศาสตร์ที่ เกี่ยวกับพีชคณิตของแกรสมันน์ 
(Grassmann algebra) ซึ่งเป็นพ้ืนฐานที่จ าเป็นส าหรับการนิยามสถานะโคเฮเรนท์ของเฟอร์มิออน 
(fermion coherent states) จากนั้นอธิบายเกี่ยวกับนิยามของสถานะโคเฮเรนท์ในหัวข้อ 2.7 ใน
หัวข้อ 2.8 ได้แสดงวิธีการค านวณปริพันธ์ตามวิถีของสถานะโคเฮเรนท์ของระบบเฟอร์มิออนหลายตัว 
และหัวข้อ 2.9 แสดงตัวอย่างการค านวณปริพันธ์ของเฟอร์มิออนที่ไม่มีอันตรกิริยาต่อกัน ในส่วนที่
สามซึ่งเป็นส่วนสุดท้าย ได้แสดงวิธีการและหลักการเบื้องต้นของการประมวลผลด้วยวิธีการควอนตัม
มอนติคาร์โล และวิธีการประยุกต์ใช้วิธีการดังกล่าวในการค านวณฟังก์ชันแบ่งส่วนของระบบ ซึ่ง
รายละเอียดทั้งหมดได้แสดงไว้ในหัวข้อ 2.10 

2.1 ปรากฏการณ์การขัดขวางแบบคูลอมบ์ 
ปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์เป็นปรากฏการณ์ที่เกิดขึ้นในโครงสร้างที่มีขนาดระดับนา

โนเมตร เช่น กล่องอิเล็กตรอนเดี่ยวและทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยว ที่ถูกสร้างจากโลหะที่มีค่า
ความหนาแน่นของสถานะ (density of states) สูง ส่งผลให้ระดับช่องว่างพลังงานเฉลี่ย (  ) มีค่า
น้อยกว่าพลังงานการเพ่ิมประจุ ท าให้อิเล็กตรอนที่มีพลังงานจลน์จากความร้อน ( Bk T ) หรือพลังงาน
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เนื่องจากศักย์ไฟฟ้าภายนอก ( eV ) สามารถทะลุผ่านเข้าไปยังเกาะโลหะได้โดยสามารถควบคุมการ
ส่งผ่านของอิเล็กตรอน จากการเปลี่ยนแปลงศักย์ไฟฟ้าที่ขั้วเกต ซึ่งแยกออกจากเกาะโลหะด้วยรอยต่อ
ตัวเก็บประจุ  

 
 

ภาพประกอบ 2.1 การเพ่ิมอิเล็กตรอนหนึ่งตัวเข้าไปในเกาะโลหะ ในภาพประกอบ (ก) และ (ข) แสดง
การเพ่ิมอิเล็กตรอนเข้าไปในเกาะโลหะ ในกรณีที่มีประจุรวมสุทธิและสนามไฟฟ้า ( ) เป็นศูนย์ และ
ในกรณีที่ประจุรวมสุทธิและสนามไฟฟ้าไม่เป็นศูนย์ ตามล าดับ 
 

ภาพประกอบ 2.1 แสดงการเพ่ิมอิเล็กตรอนหนึ่งตัวเข้าไปในเกาะโลหะ โดยเริ่มจากภาพ (ก) 
ในกรณีเริ่มต้นก าหนดให้เกาะโลหะมีประจุสุทธิเป็นศูนย์ ในกรณีนี้สามารถเพ่ิมอิเล็กตรอนเข้าไปยัง
เกาะโลหะได้โดยไม่มีแรงผลักคูลอมบ์ เนื่องจากเกาะดังกล่าวมีสนามไฟฟ้าเป็นศูนย์ แต่ในภาพ (ข) 
เป็นกรณีที่ต้องการเพ่ิมอิเล็กตรอนตัวที่สองเข้าไปยังเกาะโลหะ พบว่า เกาะโลหะที่มีประจุสุทธิไม่เป็น
ศูนย์มีการสร้างสนามไฟฟ้า เป็นไปตามกฎของเกาส์ ท าให้ไม่สามารถเพ่ิมอิเล็กตรอนเข้าไปยังเกาะ
โลหะได้ทันที จ าเป็นต้องให้พลังงานกับอิเล็กตรอนค่าหนึ่ง  เพ่ือให้อิเล็กตรอนมีพลังงานมากกว่า
พลังงานการเพ่ิมประจุ ซึ่งหลักการดังกล่าวสามารถน าไปประยุกต์ใช้เพื่อสร้างเป็นเครื่องตรวจวัดประจุ
ไ ฟ ฟ้ า ค ว าม ไ ว สู ง  ( extremely sensitive detector)  [ 5]  แต่ ใ น เ ก า ะที่ เ ป็ น ส า รกึ่ ง ตั ว น า  
(semiconductor) กราฟีน (graphene) หรือ โครงสร้างเชิงโมเลกุล (molecular structures) 
โดยทั่วไปช่องว่างระดับพลังงาน ( ) มีความกว้างกว่าโลหะมาก เช่น ในโครงสร้างเชิงโมเลกุลมีค่า
ช่องว่างระดับพลังงานประมาณ 1 eV  ในกรณีนี้ คุณสมบัติการส่งผ่านจะขึ้นอยู่กับค่าพลังงานการ
เพ่ิมประจุ และช่องว่างระดับพลังงาน   เป็นส าคัญ 

 เพ่ือศึกษาการค านวณพลังงานการเพ่ิมประจุ ให้พิจารณาพลังงานที่สะสมในตัวเก็บประจุ 
ก าหนดให้สถานะเริ่มต้น ระบบเป็นกลางทางไฟฟ้าและมีความจุไฟฟ้า C  ดังแสดงในภาพประกอบ 

E
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2.2 ประจุ Q  ใด ๆ จะถูกเหนี่ยวน าตามสมการ Q CV  หรือกล่าวอีกในหนึ่งได้ว่า เมื่อมีการ
เปลี่ยนแปลงประจุ dQ  จะท าให้พลังงานของตัวเก็บประจุเปลี่ยนไปเป็น  dE VdQ Q C dQ   
จากเงื่อนไขเริ่มต้นที่ก าหนดให้ จุดเริ่มต้น 0Q   และที่สถานะสุดท้ายเป็น q  พบว่าพลังงานที่ใช้ใน
การเพ่ิมประจุ 2 2E q C   

พิจารณาเหตุการณ์ท่ีมีอิเล็กตรอนหนึ่งตัวทะลุผ่านรอยต่อที่มีความจุไฟฟ้า C  และศักย์ไฟฟ้า
ที่ให้เข้าไปมีค่าคงท่ีค่าหนึ่ง ดังภาพประกอบ 2.2 ก่อนการทะลุผ่านของอิเล็กตรอน ประจุที่สะสมอยู่ฝั่ง
ตรงข้ามมีค่า เป็น q CV  พลังงานศักย์ ไฟฟ้าสถิตที่ ถูกสะสมบนตัวเก็บประจุ เริ่มต้นคือ 

2 2iE q C  แต่หลังจากที่อิเล็กตรอนหนึ่งตัวได้ทะลุผ่านแล้วประจุจะกลายเป็น ( q e ) และ
พลังงานของสถานะสุดท้ายจะมีค่าเป็น 

 
2 2 2

2 2 2
f i C

q e q q e
E e E eV E

C C C C

  
       

 
                     (2.1) 

เมื่อ CE  คือพลังงานการเพ่ิมประจุ พิจารณาในกรณีท่ีพลังงานจลน์ของอิเล็กตรอนมีค่าประมาณศูนย์ 
( 0Bk T  ) การทะลุผ่านจะเกิดขึ้นได้ก็ต่อเมื่อ 0E   กล่าวคือ ความน่าจะเป็นที่จะเกิดเหตุการณ์
การทะลุผ่านของอิเล็กตรอนสามารถค านวณได้ตามสมการ    expP E F   เมื่อ F  เป็น
พลังงานอิสระ (free energy) ในกรณีที่ต้องการให้เกิดเหตุการณ์การทะลุผ่านขึ้น โอกาสของการเกิด
เหตุการณ์ต้องมีค่ามากกว่าหรือเท่ากับหนึ่ง กล่าวคือ 0F   ดังนั้น ในกรณีที่อุณหภูมิมีค่าประมาณ
ศูนย์ ( 0T  ) เหตุการณ์การทะลุผ่านจะเกิดขึ้นเสมอเมื่อ CeV    

 

 
 

ภาพประกอบ 2.2 การทะลุผ่านของอิเล็กตรอนผ่านรอยต่อที่มีค่าความประจุไฟฟ้า  และระบบมี
ค่าความต้านทาน R  
 

C
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 อย่างไรก็ตาม เมื่อพิจารณาการกวัดแกว่งเชิงควอนตัม (quantum fluctuation) ของประจุ
ในระบบ การทะลุผ่านของอิเล็กตรอนสามารถเกิดขึ้นได้ แม้ว่าศักย์ไฟฟ้าที่ให้เข้าไปจะมีค่าต่ ากว่า
พลังงานการเพ่ิมประจุ ผลของปรากฏการณ์ดังกล่าวสามารถประมาณโดยใช้หลักความไม่แน่นอน
ของไฮเซนเบิร์ก (Heisenberg’s uncertainty principle) กล่าวคือ เมื่อให้ความไม่แน่นอนของ
พลังงาน E  มีค่ามากกว่าหรือเท่ากับพลังงานการเพิ่มประจุ CE  กล่าวคือ 

2
CE                                                       (2.2) 

โดยที่ช่วงเวลา   (ที่มีความไม่แน่นอนในการวัดค่าเป็น  ) สามารถค านวณได้จากการพิจารณา
วงจรจรในภาพประกอบ 2.3 โดยเขียนสมการส าหรับประจุ q  บนตัวเก็บประจุ จากหลักการที่ว่า 
ความต่างศักย์ของตัวเก็บประจุและของตัวต้านทานรวม ( R ) ต้องมีค่าเท่ากัน กล่าวคือ 

q dq
R

C dt
                                                    (2.3) 

หรือ 

1 1
dq dt

q R C
                                                 (2.4) 

โดยเครื่องหมายลบในสมการ (2.4) แสดงถึงการลดลงของประจุ กล่าวคือตัวเก็บประจุคายประจุ [41] 

เมื่อ  T TR R R R R    ดังนั้น ผลเฉลยของสมการ (2.4) เป็นไปตามสมการ 

  0

t R Cq t q e 
                                                (2.5) 

เมื่อก าหนดให้ R C   เป็นช่วงเวลาที่ท าให้ประจุของระบบมีค่าลดต่ าลงคงเหลือประมาณ 
36.8 เมื่อก าหนดให้ความไม่แน่นอนของช่วงเวลาในการวัด     และพลังงานการเพ่ิมประจุ 

2 2CE e C  
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ภาพประกอบ 2.3 รอยต่อการทะลุผ่านหนึ่งรอยต่อ (ในบริเวณเส้นปะ) สามารถแทนด้วยด้วยความจุ
ไฟฟ้า  ต่อขนานกับตัวต้านทาน  ก าหนดให้รอยต่อการทะลุผ่านต่ออนุกรมกับสิ่งแวดล้อมที่มี
ความต้านทาน  

ในสมการ (2.2) จะได้เงื่อนไขของการเกิดปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ กล่าวคือ 

2 QR R
e

                                                    (2.6) 

เมื่อ 25.8QR k   จากที่กล่าวมาข้างต้นแสดงให้เห็นว่า ปรากฏการณ์การทะลุผ่านจะสามารถ
เกิดขึ้นได้จากการกระเพ่ือมเชิงควอนตัม โดยที่ความต้านทานรวม R  เป็นตัวก าหนดเงื่อนไขส าหรับ
การสังเกตได้ของการเกิดปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ในระบบหนึ่งรอยต่อ กล่าวคือ T QR R  
หรือ 25.8TR k  นอกจากนี้ ยังมีเงื่อนไขที่ส าคัญอีกข้อหนึ่ง กล่าวคือ เพ่ือไม่ให้อิเล็กตรอน
เคลื่อนที่ผ่านระบบไปได้อย่างต่อเนื่อง พลังงานจลน์ของอิเล็กตรอน ( Bk T ) ต้องมีค่าน้อยกว่า
พลังงานการเพ่ิมประจุ กล่าวคือ C BE k T  หรือ 1CE  เมื่อ 1 Bk T   คือส่วนกลับของ
พลังงานจลน์ โดยระบบใดๆ ที่มีคุณสมบัติสอดคล้องกับเงื่อนไขดังกล่าวทั้งสองประการนี้ จะท าให้
ระบบสามารถตรวจวัดการเกิดปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ได้ 

2.2 กล่องอิเล็กตรอนเดี่ยว 
 พิจารณาระบบของกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยวในภาพประกอบ 2.4 ระบบนี้ประกอบด้วยเกาะ
โลหะหนึ่งเกาะและรอยต่อการทะลุผ่านหนึ่งรอยต่อ โดยสัญลักษณ์สี่เหลี่ยมที่อยู่ทางซ้ายของเกาะเป็น
สัญลักษณ์ของรอยต่อการทะลุผ่าน โดยมีรอยต่อตัวเก็บประจุที่ต่อกับขั้วเกต gV  ในกรณีที่ศักย์ไฟฟ้า
จากขั้วเกตมีค่าเป็นศูนย์ 0gV   เกาะจะมีสถานะเป็นกลางทางไฟฟ้า กล่าวคือ จ านวนประจุลบบน
เกาะเท่ากับจ านวนไอออนบวก แต่สถานะของพลังงานที่สูงกว่าสถานะพ้ืน ( ground state) จะ
เกี่ยวข้องกับจ านวนอิเล็กตรอนส่วนเกินบนเกาะที่เปลี่ยนแปลง ในกรณีที่ก าหนดให้ gV  ไม่เป็นศูนย์ 
จากที่ประจุบนเกาะเริ่มต้นที่เป็นกลางทางไฟฟ้า เกาะจะมีจ านวนอิเล็กตรอนเพ่ิมขึ้นแบบไม่ต่อเนื่อง 

C TR

R
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จากประจุเริ่มต้น 0n   เป็น 1,2,...n   โดยอิเล็กตรอนส่วนเกิน เกิดจากอิเล็กตรอนทางด้าน
ซ้ายมือทะลุผ่านรอยต่อการทะลุผ่านเข้ามายังเกาะ แต่ไม่สามารถทะลุผ่านรอยต่อตัวเก็บประจุออกไป
ที่ข้ัวไฟฟ้าได้ 

 
 
ภาพประกอบ 2.4 วงจรสมมูลของกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยว ซึ่งประกอบไปด้วยรอยต่อการทะลุผ่าน  
และรอยต่อตัวเก็บประจุ  ที่สร้างให้มีความหนามากพอจนกระทั่งอิเล็กตรอนไม่สามารถทะลุผ่าน
ไปได้ โดยเส้นประแสดงขอบเขตของกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยว 

จากภาพประกอบ 2.4 ศักย์ไฟฟ้าจากขั้วเกตจะเหนี่ยวน าประจุแบ่งออกเป็น tQ  และ gQ  
กระจายอย่างต่อเนื่องบนตัวเก็บประจุทั้งสอง ซึ่งในกรณีที่มีการทะลุผ่านของอิเล็กตรอน ประจุรวม
สุทธิ  t gQ Q n e    โดย n  เป็นจ านวนของอิเล็กตรอนที่ทะลุเข้ามาในกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยว 
พลังงานการเพ่ิมประจุของระบบสามารถเขียนในพจน์ของจ านวนอิเล็กตรอน n  และศักย์ไฟฟ้าจาก
ขั้วเกต gV  ซึ่งเมื่อพิจารณาจากภาพประกอบ 2.4 พบว่า 

gt
g

t g

QQ
V

C C
                                                    (2.7) 

โดยที่ประจุทั้งสองเป็นไปตามสมการ 

t tQ CU                                                     (2.8) 

เมื่อ U เป็นความต่างศักย์ของเกาะและ 

 Qg g gC V U                                               (2.9) 

เมื่อแทนค่า tQ  และ gQ  ให้อยู่ในพจน์ของ n  และ gV  พบว่า ศักย์ไฟฟ้าของเกาะมีค่าเป็นตาม
สมการ 

tC

gC
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 
 

g g

t g

ne C V
U

C C


 


                                            (2.10) 

พลังงานอิสระ (free energy) ของระบบจะขึ้นอยู่กับศักย์ไฟฟ้าที่ให้จากขั้วเกต gV  ในการโพลาไรซ์
ประจุในตัวเก็บประจุซึ่งสามารถเขียนพลังงานอิสระของระบบได้ดังสมการ  

 
22

,
2 2

gt
free g g g

t g

QQ
E n Q V Q

C C
                                     (2.11) 

เมื่อ g gV Q  เป็นงานเนื่องจากการโพลาไรซ์ประจุ เมื่อแทนค่า tQ  และ gQ  ในสมการ (2.8) และ 
(2.9) ลงในสมการ (2.11) จะได้ 

                     
 

   
  

22

2 22

,
2 2

2 2 2

g g gt

free g g g g

t g

g gt
g g

g

C V C UCU
E n Q V C V U

C C

Q C UCU
V Q

C

 
    

   

 

 
2

2 2

g g g
ne Q V Q

C


                                                (2.12) 

เมื่อแทนค่า U ตามสมการ (2.10) และ t gC C C

   เป็นความจุไฟฟ้ารวมของระบบเมื่อมอง

ออกมาจากเกาะ ในกรณีนี้ ศักย์ไฟฟ้าที่ขั้วเกตท าให้เกิดประจุ g g gQ C V  ที่มีค่าต่อเนื่อง โดยทั่วไป
ประจุดั งกล่ าวถูก เรียกว่าประจุ เหนี่ยวน า ( induced charge)  จากขั้ ว เกต เมื่ อก าหนดให้  

g g gn C V e  เป็นจ านวนประจุเหนี่ยวน าจากขั้วเกต สมการ (2.12) สามารถเขียนใหม่ได้เป็น 

                                       
2

2

,
2 2

g g

free g g

V Qe
E n n n n

C

    

 ,ch gE n n W                                       (2.13) 

เมื่อ  ,ch gE n n  ถูกเรียกว่าพลังงานการเพ่ิมประจุ และ W  เป็นงานที่เกิดขึ้นเนื่องจากศักย์ไฟฟ้าที่

ขั้วเกต พลังงานการเพ่ิมประจุเป็นฟังก์ชันของ n  และ gn  ซึ่งมีรูปแบบเป็นสมการพาราโบลา ดัง
แสดงในภาพประกอบ 2.5 ส าหรับกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยวจะมีจุดที่มีสถานะต่างกันแต่มีระดับพลังงาน
ที่เท่ากันซึ่งเรียกว่า จุดดีเจนเนอเรซี (degeneracy point) ตัวอย่างของจุดดังกล่าวแสดงด้วยจุดที่มี
วงกลมสีแดง เมื่อมีการเปลี่ยนแปลงศักย์ไฟฟ้าจากขั้วเกตอย่างช้า ๆ ประจุ n  บนเกาะจะมีค่าคงที่
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จนกระทั่งถึงจุดดีเจนเนอเรซี อิเล็กตรอนจะสามารถทะลุเข้า(หรือออกจากเกาะ) ซึ่งการทะลุผ่านเข้า
(หรือออกจากเกาะ)จะขึ้นอยู่กับทิศทางของการเปลี่ยนประจุเหนี่ยวน าจากขั้วเกต ท าให้การเพ่ิมขึ้น
ของประจุบนเกาะเป็นแบบขั้นบันได ดังแสดงในภาพประกอบ 2.5 

 

 
 

ภาพประกอบ 2.5 จ านวนประจุรวมสุทธิในกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยวจะมีการเปลี่ยนแปลงเพ่ิมขึ้นหรือ
ลดลงหนึ่งตัวที่จุดดีเจนเนอเรซี กล่าวคือ  โดย  เป็นจ านวนประจุที่อยู่ภายในกล่อง
อิเล็กตรอนเดี่ยว ซึ่งบริเวณท่ีเกิดปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ เป็นบริเวณท่ีจ านวนอิเล็กตรอนมี
ค่าคงที ่[20] 

นอกจากนี้ ในการศึกษาปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ที่เกิดขึ้นในกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยว
สามารถอธิบายได้ด้วยพลังงานการเพ่ิมประจุยังผล (effective charging energy : CE ) [42]–[45] 
นิยามตามสมการ 

0

1

g

C

C g n

nE

E n






 


                                        (2.14) 

เมื่อ n  เป็นจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยว  

 

1 2gn n  n



 

 

  17 

 
 

ภาพประกอบ 2.6 การเปลี่ยนแปลงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยวในกรณีที่เกิด
ปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์แสดงด้วยเส้นทึบสีแดง และในกรณีที่ไม่เกิดปรากฏการณ์ขัดขวาง
แบบคูลอมบ์แสดงด้วยเส้นปะ 

ภาพประกอบ 2.6 แสดงการเปลี่ยนแปลงจ านวนประจุของกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยว โดยกราฟ
เส้นสีแดงเป็นกรณีที่เกิดปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ ซึ่งสังเกตได้จากจ านวนอิเล็กตรอนที่มี
ค่าคงที่ขณะที่ความต่างศักย์ที่ให้จากขั้วเกตมีค่าเพ่ิมขึ้นจนกระทั่ง 0.5gn   ส่วนกราฟเส้นปะแสดง
กรณีที่ไม่เกิดปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ เนื่องจากจ านวนอิเล็กตรอนจะเพ่ิมขึ้นตามการ
เปลี่ยนแปลงศักย์ที่ให้จากข้ัวเกต กล่าวคือ อิเล็กตรอนสามารถเคลื่อนที่ผ่านระบบได้อย่างต่อเนื่อง 

จากสมการ (2.14) พบว่า ที่ 0gn  เมื่อความชันมีค่าลู่เข้าสู่ศูนย์ ( 0gn n   ) 
พลังงานการเพ่ิมประจุยังผลมีค่าลู่เข้าสู่ค่าพลังงานการเพ่ิมประจุ ( C CE E   ) แสดงว่าระบบนี้เกิด
ปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ จากภาพประกอบ 2.6 ให้พิจารณากราฟเส้นสีแดง พบว่า เมื่อเพ่ิม
ความต่างศักย์จากขั้วเกตแต่จ านวนอิเล็กตรอนมีค่าคงที่ แสดงว่าเกิดปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคู
ลอมบ์ แต่ในกรณีที่ไม่เกิดปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ พบว่า จ านวนประจุเฉลี่ยบนเกาะจะแปร
ผันตามศักย์ไฟฟ้าที่ขั้วเกต ( 1gn n   ) ซึ่งท าให้พลังงานการเพ่ิมประจุมีค่าลู่ เข้าสู่ศูนย์            
( 0CE  ) กล่าวคือ ระบบไม่สามารถแสดงปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ จากสมการ (2.14) 
สามารถกล่าวได้อีกลักษณะหนึ่งว่า ในกรณีที่ไม่เกิดปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ ความจุไฟฟ้ายัง
ผลมีค่าลู่เข้าสู่ค่าความจุไฟฟ้ารวมของระบบ แต่ในกรณีที่เกิดปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ ค่ า
ความจุไฟฟ้ายังผลจะลู่เข้าสู่ศูนย์ จากคุณสมบัติข้างต้นท าให้ค่าพลังงานการเพ่ิมประจุยังผลเป็น
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พารามิเตอร์ที่แสดงถึงความแรงของการเกิดปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ ค่าพลังงานการเพ่ิม
ประจุยังผลของกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยว ได้ถูกศึกษาอย่างกว้างขวาง ดังได้แสดงในภาพประกอบ 2.7 
 

 
 

ภาพประกอบ 2.7 ความสัมพันธ์ระหว่างพลังงานการเพ่ิมประจุยังผลของกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยวกับค่า
ความน าไฟฟ้าในช่วง  [44] 

จากภาพประกอบ 2.7 แสดงการเปรียบเทียบผลการค านวณค่าพลังงานการเพ่ิมประจุยังผล 
เมื่อค่าความน าไฟฟ้าแบบไม่มีหน่วยของระบบเปลี่ยนแปลงไป ด้วยวิธีการรีนอร์มอลไลซ์กรุ๊ป 
(renormalize group method) ทฤษฎีการรบกวน (perturbation theory) [44], [45] และวิธี
ควอนตัมมอนติคาร์โล จากภาพประกอบ 2.7 พบว่า เมื่อความน าไฟฟ้าของรอยต่อการทะลุผ่านมีค่า
เพ่ิมขึ้นค่าพลังงานการเพ่ิมประจุยังผลมีค่าลู่เข้าสู่ศูนย์ จากผลการค านวณด้วยทฤษฎีการรบกวน
อันดับสอง สอดคล้องกับผลการทดลองในช่วง 0 0.15g   และทฤษฎีการรบกวนอับดับสาม
สอดคล้องกับผลการทดลองในช่วง0 0.4g   และจากผลการค านวณด้วยวิธีการรีนอร์มอลไลซ์กรุ๊ป
สอดคล้องกับผลการค านวณที่ได้จากวิธีควอนตัมมอนติคาร์โลเป็นอย่างดี เมื่อความน าไฟฟ้ามีค่าสูงขึ้น 
พบว่า ผลที่ได้จากทฤษฎีการรบกวนไม่สอดคล้องกับผลการทดลอง 

0 0.45g 
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2.3 ทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยว 
 ทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยวเป็นระบบที่มีความซับซ้อนกว่ากล่องอิเล็กตรอนเดี่ยว ซึ่งวงจร
สมมูลของระบบดังกล่าวสามารถแสดงได้ดังภาพประกอบ 2.8 โดยทั่วไปทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอน
เดี่ยวประกอบด้วยรอยต่อการทะลุผ่านสองรอยต่อ ท าให้อิเล็กตรอนสามารถเคลื่อนที่ผ่านอุปกรณ์ได้ 
การเคลื่อนที่ของอิเล็กตรอนสามารถควบคุมได้โดยการปรับค่าความต่างศักย์ไฟฟ้าระหว่างขั้วไฟฟ้าทั้ง
ด้านซ้ายและขวา LV  และ RV  ตามล าดับ หรือศักย์ไฟฟ้าที่ขั้วเกต gV จึงเป็นที่มาของค าว่า
ทรานซิสเตอร์ เนื่องจากอาศัยแรงดันไฟฟ้าที่ขั้วเกตควบคุมการไหลของกระแส ในท านองเดียวกับ
กรณีของกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยว การเพ่ิมอิเล็กตรอนเข้าไปในเกาะที่มีอิเล็กตรอนส่วนเกินต้องใช้
พลังงานการเพ่ิมประจุดังสมการที่ (2.15) 
 

 
 
ภาพประกอบ 2.8 วงจรสมมูลของทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยว โดยบริเวณเส้นประแสดงขอบเขต
ของเกาะที่ถูกแยกออกจากแหล่งไฟฟ้าจากภายนอกด้วยรอยต่อการทะลุผ่านและรอยต่อตัวเก็บประจุ 
 

   
21

,ch g gE n Q ne Q
C

                                        (2.15) 

ในกรณีของทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยวความจุไฟฟ้ารวมจะเกิดจากผลรวมของความจุทั้ง
ส า ม ร อ ย ต่ อ  ก ล่ า ว คื อ  L R gC C C C      แ ล ะ ป ร ะ จุ เ ห นี่ ย ว น า จ า ก ขั้ ว เ ก ต 

g g g L L R RQ C V C V C V    ประกอบด้วยประจุที่ถูกเหนี่ยวน าจากแหล่งจ่ายศักย์ไฟฟ้าภายนอก
ทั้งหมด ในกรณีที่ 0T  และก าหนดให้ศักย์ไฟฟ้าฝั่งซ้ายสูงกว่าศักย์ไฟฟ้าฝั่งขวา กล่าวคือ 

0L RV V   เมื่อมีกระแสทะลุผ่านจากขั้วไฟฟ้าทางฝั่งซ้ายเข้าไปยังเกาะ จะท าให้มีการเปลี่ยนแปลง
สถานะของประจุบนเกาะจาก n  ไปเป็น 1n  ซ่ึงจะเกิดขึ้นได้ก็ต่อเมื่อ 
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   
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1, ,Q
2

g

L free g free g

Q e
eV n Q E n n

e C

 
       

 
                   (2.16) 

ในท านองเดียวกัน เมื่อมีกระแสทะลุผ่านจากเกาะไปยังขั้วไฟฟ้าทางด้านขวาท าให้สถานะประจุของ
เกาะมีการเปลี่ยนแปลงจาก 1n n   ซึ่งจะสามารถเกิดข้ึนได้ก็ต่อเมื่อ 

   1, ,QR free g free geV n Q E n                                        (2.17) 

เพ่ือให้กระแสสามารถไหลผ่านระบบไปได้ ทั้งสองเงื่อนไขต้องเกิดขึ้นพร้อมกัน ดังแสดงใน
ภาพประกอบ 2.9 

 
 

ภาพประกอบ 2.9 เงื่อนไขที่ท าให้เกิดกระแสทะลุผ่านทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยวจากทางด้านซ้าย
ไปยังด้านขวาของระบบ 

ดังนั้น การเปลี่ยนแปลงศักย์ไฟฟ้าที่ขั้วเกตจะท าให้กระแสไฟฟ้าไหลผ่านทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอน
เดี่ยวในลักษณะเป็นคาบ เหตุการณ์ดังกล่าวถูกเรียกว่า การกวัดแกว่งแบบคูลอมบ์ ( Coulomb 
blockade oscillation) ซึ่งการกวัดแกว่งดังกล่าวสามารถอธิบายได้จากแผนภาพเสถียรของ
ทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยว ดังแสดงในภาพประกอบ 2.10 [46] 
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ภาพประกอบ 2.10 แผนภาพเสถียรของทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยว โดยบริเวณสีเทาเป็นบริเวณที่
มีจ านวนประจุคงที่ ซึ่งเกิดจากผลของปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ ตัวเลขที่อยู่ในบริเวณ
ดังกล่าวหมายถึงจ านวนประจุที่อยู่ภายในเกาะ ซึ่งแสดงในภาพ (ก) และความสัมพันธ์ระหว่างกระแส
ที่ไหลผ่านทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยวกับความต่างศักย์ที่ขั้วเกต ในกรณีที่ความต่างศักย์ระหว่างขั้ว
ซอร์สและเดรน  มีค่าน้อยดังแสดงด้วยเส้นประ ซึ่งแสดงในภาพ (ข) [47] 

จากภาพประกอบ 2.10 (ก) จะเห็นว่าในบริเวณสีเทา เป็นบริเวณที่จ านวนประจุที่อยู่ในเกาะ
มีค่าคงที่ เมื่อศักย์ไฟฟ้าที่ให้จากขั้วเกตมีค่าเพ่ิมขึ้น จนกระทั่งศักย์ที่ให้จากขั้วเกตมีค่าสอดคล้องกับ
พลังงานการเพ่ิมประจุ กล่าวคือ ศักย์ที่ให้เข้าไปท าให้อิเล็กตรอนสามารถที่จะทะลุผ่านระบบออกไป
ได้ โดยเมื่อ gV  ที่ให้เข้าไปมีค่าเป็น 2 ge C  จะท าให้จ านวนอิเล็กตรอนในเกาะเพ่ิมขึ้นและทะลุผ่าน
ไปยังอีกด้านหนึ่งของระบบ ซึ่งสังเกตได้จากการไหลของกระแสที่มีลักษณะเป็นคาบตามภาพประกอบ 
2.10 (ข) โดยระยะห่างของแต่ละคาบจะเท่ากับ ge C  
 ปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์สามารถสังเกตได้จากการวัดค่าความน าไฟฟ้าของ
ทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยว ซึ่งวอลลิสเชอร์และคณะ (Wallisser at al) [28] ได้ท าการทดลองและ
เปรียบเทียบกับค่าความน าไฟฟ้าของทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยวที่ค านวณได้จากวิธีควอนตัมมอนติ
คาร์โล ดังภาพประกอบ 2.11 ในกรณีที่อุณหภูมิสูง กล่าวคือ 1CE   พบว่า ความน าไฟฟ้าไม่ขึ้นกับ
การเปลี่ยนแปลงศักย์ไฟฟ้าที่ขั้วเกต ท าให้ความน าไฟฟ้ามีค่าคงที่ ซึ่งแสดงว่าไม่เกิดปรากฏการณ์
ขัดขวางแบบคูลอมบ์ แต่ที่อุณหภูมิต่ า 1.0CE   เช่น ที่ 21.0CE   ค่าความน าไฟฟ้าของ
ทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยวมีค่าเพ่ิมขึ้นสูงสุดที่ 0.5gn   ซึ่งเป็นผลเนื่องจากปรากฏการณ์

dsV
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ขัดขวางแบบคูลอมบ์ นอกจากนี้ภาพประกอบ 2.11 ได้แสดงให้เห็นว่า ผลการค านวณจากวิธีควอนตัม
มอนติคาร์โลกับผลการทดลองมีความสอดคล้องกันเป็นอย่างดี ในทุกช่วงของอุณหภูมิ 
 

 
 

ภาพประกอบ 2.11 ความน าไฟฟ้าของทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยวที่อุณหภูมิค่าต่าง ๆ โดยค่า
ความน าไฟฟ้าที่ได้จากผลการทดลองแสดงด้วยจุด และเส้นทึบแสดงผลที่ได้จากการค านวณโดยใช้วิธี
ควอนตัมมอนติคาร์โล [48] 

จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยว 

 จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยวสามารถค านวณตามสมการ [49] 

1 ln

2
g

C g

Z
n n

E n


 

 
                                           (2.18) 

โดยที่ Z  เป็นฟังก์ชันแบ่งส่วน (partition function) ของระบบ ซึ่งฟังก์ชันแบ่งส่วนสามารถเขียนให้
อยู่ในรูปปริพันธ์ของฟังก์ชันนอลดังสมการ 

 
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เมื่อ k  เป็นตัวเลขไวน์ดิง (winding number) และแอคชันของระบบ      C TS S S      เกิด
จากผลรวมของกริยาของคูลอมบ์ (Coulomb action :  CS  ) และกริยาของการทะลุผ่าน 
(tunneling action :  TS  ) เป็นไปตามสมการ 

   
2

0
4

CE

C gS d in


 

      
 

                                          (2.20) 

และ 

        
0 0

cos
C CE E

TS g d d

 

                                           (2.21) 

โดยที่ 22 clg G e  เมื่อก าหนดให้ 1 และ clG  หมายถึงค่าความน าไฟฟ้ารวมของระบบที่วัด
ได้ที่อุณหภูมิสูง และเคอร์เนลของการทะลุผ่าน (tunneling kernel) เป็นไปตามสมการ 
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                                    (2.22) 

จากสมการ (2.18) สามารถค านวณจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยได้ตามสมการ 
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
                                              (2.23) 

โดยที่ค่าคาดหมายของตัวเลขไวน์ดิง นิยามตามสมการ 
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ผลการค านวณจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยวที่อุณหภูมิมีค่าต่างๆ ได้แสดง
ในภาพประกอบ 2.12 พบว่าที่อุณหภูมิสูงหรือที่ 1C   เป็นช่วงที่ไม่เกิดปรากฏการณ์ขัดขวาง
แบบคูลอมบ์เนื่องจากจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยเพ่ิมขึ้นตามศักย์ไฟฟ้าที่ขั้วเกต ผลการค านวณจ านวน
อิเล็กตรอนเฉลี่ยจากวิธีแบบฉบับ [46] และวิธีควอนตัมมอนติคาร์โลสามารถน าไปอธิบายผลการ
ทดลองได้เป็นอย่างดี แต่ที่อุณหภูมิลดต่ าลง กล่าวคือ C  พบว่าผลการค านวณโดยวิธีแบบฉบับ 
ไม่สามารถอธิบายผลการทดลองได้ ในช่วงอุณหภูมิที่เกิดปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ 
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ภาพประกอบ 2.12 ผลการค านวณจ านวนประจุอิเล็กตรอนเฉลี่ยที่รอยต่อการทะลุผ่านของ
ทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยว โดยข้อมูลสีด า เป็นผลที่ได้จากการค านวณโดยใช้กลศาสตร์แบบฉบับ 
และข้อมูลสีแดง เป็นผลที่ได้จากการค านวณโดยวิธีควอนตัมมอนติคาร์โล [46] 
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2.4 ปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยวชนิดโลหะ  
โดยทั่วไปปั้มอิเล็กตรอนเดี่ยวประกอบไปด้วยเกาะโลหะสองเกาะ และรอยต่อการทะลุผ่าน 3 

รอยต่อ แต่อย่างไรก็ตาม โครงสร้างพื้นฐานดังกล่าวไม่สามารถวัดค่าความจุไฟฟ้าแต่ละรอยต่อได้ เพ่ือ
แก้ปัญหาลิมบัทและคณะ[32] ได้ออกแบบโครงสร้างที่ประกอบด้วยรอยต่อการทะลุผ่าน 5 รอยต่อ ดัง
ลูกศรสีแดงในภาพประกอบ 1.2 เพ่ือให้สามารถวัดค่าความจุไฟฟ้าและค่าความน าไฟฟ้าของแต่ละ
รอยต่อ แต่ในการศึกษาได้ก าหนดให้ขั้วซอร์สหมายเลข 1 กับ 2 และขั้วเดรนหมายเลข 1 กับ 2 
รวมเข้าด้วยกัน ซึ่งสามารถเขียนวงจรสมมูลดังภาพประกอบ 2.13 โดยตัวห้อย L  M  และ R  
หมายถึง ค่าพารามิเตอร์ที่แสดงต าแหน่ง ฝั่งซ้าย ตรงกลาง และฝั่งขวาตามล าดับ  
 

 
 

ภาพประกอบ 2.13 วงจรสมมูลของปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยว [34] ที่รวมขั้วซอร์สหมายเลข 1 กับ 2 และ
ขั้วเดรนหมายเลข 1 กับ 2 เข้าเป็นขั้วไฟฟ้า LV  และ RV  ตามล าดับ ได้ถูกรวมเข้าด้วยกันเพ่ือใช้ใน
การศึกษาปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ พารามิเตอร์ทั้งหมด ในภาพประกอบ 2.13 ได้แสดงไว้ใน
ตาราง 2.1 

ตาราง 2.1 ค่าของพารามิเตอร์ในวงจรสมมูลของปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยว  เป็นค่าความน าไฟฟ้าของ
แต่ละรอยต่อการทะลุผ่าน  , ,j L M R  โดยนิยามจาก j j Qg G G  และ 2

QG e  และ 

0G  เป็นค่าความน าไฟฟ้าที่อุณหภูมิสูงของปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยว [34] 
 

พารามิเตอร์ LC  MC  RC  1LC  1RC  2LC  2RC  Lg  Mg  Rg  0G  

ค่าพารามิเตอร์ 181
(aF)  

173
(aF)  

236
(aF)  

50.5
(aF)  

18.0
(aF)  

21.5
(aF)  

58.6
(aF)  

0.52 
– 

1.32 
– 

0.83 
– 

10.0
( )S  

jg
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พลังงานการเพิ่มประจุของป๊ัมอิเล็กตรอนเดี่ยว  

  พลังงานการเพ่ิมประจุของปั้มอิเล็กตรอนเดี่ยว สามารถแสดงได้ดังสมการ [33] 

2 2

0 0

0 0

( , ) ( ) ( )

2 ( ) ( ),

C L R CL L L CR R R

CM L L R R

E n n E n n E n n

E n n n n

   

  
                         (2.25) 

โดยที่ 
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R
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L R M
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

 


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                                         (2.26) 
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
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                                         (2.27) 

2

22( )

M
CM

L R M

e C
E

C C C 




                                         (2.28) 

1 2 1 2,L L M L L R R M R RC C C C C C C C C C                      (2.29) 

และ 

1 1 2 2
0

i i i i
i

CV C V C V
n

e e e
                                              (2.30) 

เมื่อ  ,Ri L  ค่า CLE  CME  และ CRE  เป็นพลังงานการเพ่ิมประจุของรอยต่อการทะลุผ่าน
ทางซ้าย ตรงกลางและทางขวาตามล าดับ สัญลักษณ์ Ln และ Rn  เป็นจ านวนอิเล็กตรอนที่อยู่บนเกาะ
โลหะทางซ้ายและทางขวาตามล าดับ เมื่อ 0Ln และ 0Rn  เป็นจ านวนประจุเหนี่ยวน าที่เกิดจาก
แรงดันไฟฟ้าที่ข้ัวเกตทางซ้ายและทางขวาตามล าดับ  

 
แผนภาพเสถียร  

  แผนภาพเสถียรของปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยวถูกสร้างขึ้นเพ่ืออธิบายการเปลี่ยนแปลงสถานะของประจุที่
อยู่ในแต่ละเกาะโลหะและเงื่อนไขเบื้องต้นของการส่งผ่านประจุ โดยแผนภาพดังกล่าวสามารถสร้างได้
จากการพิจารณาการส่งผ่านของอิเล็กตรอนในปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยว ซึ่งสามารถเกิดขึ้นได้ ทั้งหมด 6 
กรณี แสดงดังภาพประกอบ 2.14 
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ภาพประกอบ 2.14 ลักษณะการเคลื่อนที่ของอิเล็กตรอนที่สามารถเคลื่อนที่ได้ทั้งหมด 6 กรณี ดัง
แสดงด้วยลูกศร  

 การเคลื่อนที่ของอิเล็กตรอนทั้ง 6 กรณี ได้แก่ กรณีที่ 1 อิเล็กตรอนหนึ่งตัวเคลื่อนที่จากขั้ว

ซอร์สไปยังเกาะโลหะทางซ้าย กรณีที่ 2 อิเล็กตรอนหนึ่งตัวเคลื่อนที่จากเกาะโลหะทางซ้ายไปยังขั้ว

ซอร์ส กรณีท่ี 3 อิเล็กตรอนหนึ่งตัวเคลื่อนที่จากขั้วเดรนไปยังเกาะโลหะทางขวา กรณีท่ี 4 อิเล็กตรอน

หนึ่งตัวเคลื่อนที่จากเกาะโลหะทางขวาไปยังขั้วเดรน กรณีที่ 5 อิเล็กตรอนหนึ่งตัวเคลื่อนที่จากเกาะ

โลหะทางซ้ายไปยังเกาะโลหะทางขวา กรณีท่ี 6 อิเล็กตรอนหนึ่งตัวเคลื่อนที่จากเกาะโลหะทางขวาไป

ยังเกาะโลหะทางซ้าย โดยรายละเอียดในการค านวณแผนภาพเสถียรของปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยวจาก

เงื่อนไขทั้ง 6 กรณี ได้ถูกแสดงไว้ในงานวิจัยของวันเดอวิลล์และคณะ (Van Der Wiel et al.) และ

คณะ [50] และงานวิจัยของนาคาเริงฤทธิ์ [51] โดยในวิทยานิพนธ์นี้ได้แสดงตัวอย่างแผนภาพเสถียร

ของปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยวซึ่งถูกค านวณโดยใช้พารามิเตอร์จากตาราง 2.1 แสดงดังภาพประกอบ 2.15 

จากภาพประกอบ 2.15 แผนภาพเสถียรมีลักษณะเป็นรูปหกเหลี่ยมคล้ายกับหนึ่งหน่วยของ

รังผึ้ง (honeycomb unit) โดยเส้นขอบดังกล่าวเกิดจากเส้นของพลังงานการเพ่ิมประจุ (charging 

line) และคู่อันดับแสดงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของแต่ละเกาะโลหะ เมื่อพิจารณาที่สถานะเริ่มต้น 

กล่าวคือที่ต าแหน่ง 0 0 0L Rn n   อิเล็กตรอนไม่สามารถเคลื่อนที่จากขั้วซอร์สเข้าไปในเกาะโลหะ

ทางซ้าย หรือเคลื่อนที่จากข้ัวเดรนเข้าไปในเกาะโลหะทางขวา หรือการเคลื่อนย้ายอิเล็กตรอนระหว่าง

เกาะโลหะได ้ดังนั้นบริเวณนี้จึงไม่มีอิเล็กตรอนอยู่ซึ่งแสดงสถานะในเชลล์หกเหลี่ยมได้เป็น (0,0)  แต่
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เมื่อพิจารณาในกรณีที่มีอิเล็กตรอนในเกาะโลหะฝั่งซ้ายหนึ่งตัวสามารถแสดงสถานะในเชลล์หกเหลี่ยม

เป็น (1,0)  

 
 

ภาพประกอบ 2.15 แผนภาพเสถียรของปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยว [51] ที่ค านวณจากพารามิเตอร์ในตาราง 
2.1 
 

นอกจากนี้ เมื่อพิจารณาจุดทริปเปิลพอยท์ (วงกลมสีแดงและวงกลมสีน้ าเงิน) ซึ่งเป็นจุดทีเ่กิด
การส่งผ่านอิเล็กตรอนระหว่างเกาะโลหะทั้งสอง จากแผนภาพข้างต้น เมื่อปรับแรงดันไฟฟ้าที่ขั้วเกต
ทั้งสองให้มีค่าเท่ากับจุดทริปเปิลพอยท์ จะท าให้อิเล็กตรอนหนึ่งตัวสามารถส่งผ่านจากขั้วซอร์สไปยัง
ขั้วเดรนได้ หรือกล่าวอีกนัยหนึ่งว่า จุดทริปเปิลพอยท์เป็นจุดที่เป็นเงื่อนไขท าให้เกิดค่าความน าไฟฟ้า
ของระบบสูงสุด ( maxG ) จากภาพประกอบ 2.15 พบว่า จุดทริปเปิลพอยท์ในวงกลมสีแดงและสีน้ าเงิน
อยู่ที่ต าแหน่ง 0 0( , ) (0.376,0.347)L Rn n   และ 0 0( , ) (0.623,0.625)L Rn n   เมื่อน าค่าดังกล่าว
ไปเปรียบเทียบกับผลการวัดค่าความน าไฟฟ้าที่ขึ้นกับแรงดันไฟฟ้ารวมที่ขั้วเกต กล่าวคือ 

0 0x L Rn n n   ดังภาพประกอบ 2.16 พบว่า ค่าความน าไฟฟ้าสูงสุดปรากฏขึ้นที่ 0.7xn   และ 
1.3xn   ซึ่งมีค่าใกล้เคียงกับจุดทริปเปิลพอยท์ที่อยู่ในแผนภาพเสถียร แต่อย่างไรก็ตาม ในการสร้าง

แผนภาพเสถียรที่ได้กล่าวมาแล้วนั้นได้พิจารณาเฉพาะพลังงานการเพ่ิมประจุเท่านั้น ดังนั้น แผนภาพ
เสถียรของปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยวจึงไม่สามารถระบุต าแหน่งของค่าความน าไฟฟ้าสูงสุดที่ได้อย่างถูกต้อง
แม่นย า 
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ภาพประกอบ 2.16 ผลการทดลองวัดค่าความน าไฟฟ้าของปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยว [33] ที่เกิดในช่วง
อุณหภูมิ 27 mK  ( 0.011B Ck T E  ) ถึง 1 K  ( 0.44B Ck T E  ) 
 

จากภาพประกอบ 2.16 ในกรณีอุณหภูมิสูง / 0.44B Ck T E   กล่าวคือ กราฟเส้นสีม่วง ค่า
ความน าไฟฟ้าในช่วงดังกล่าวมีค่าเปลี่ยนแปลงน้อย เมื่อแรงดันไฟฟ้าของขั้วเกตรวม xn  มีค่า
เปลี่ยนแปลงซึ่งเป็นผลจากอิเล็กตรอนมีพลังงานจลน์ที่เกิดจากความร้อนใกล้เคียงกับค่าพลังงานการ
เพ่ิมประจุซึ่งส่งผลให้การส่งผ่านประจุอย่างต่อเนื่อง แต่เมื่อพิจารณาที่อุณหภูมิต่ า เช่น กราฟเส้นสี
เขียว ในกรณีนี้พลังงานจลน์ของอิเล็กตรอนที่เกิดจากความร้อนมีน้อยเมื่อเทียบพลังงานการเพ่ิมประจุ 
กล่าวคือ / 0.04B Ck T E   ท าให้ประจุมีการส่งผ่านที่ไม่ต่อเนื่อง ซึ่งเป็นผลมาจากปรากฏการณ์
ขัดขวางแบบคูลอมบ์ จากผลดังกล่าว ส่งผลให้ความน าไฟฟ้ามีการเปลี่ยนแปลงสูงที่สุดสองครั้งที่
พารามิเตอร์ xn  มีค่าประมาณ 0.7 และ 1.3 เนื่องจากที่ต าแหน่งดังกล่าวเป็นสภาวะที่อุปกรณ์ได้รับ
แรงดันไฟฟ้าจากขั้วเกตทั้งสองอย่างเหมาะสม กล่าวคือ ได้รับพลังงานเท่ากับพลังงานการเพ่ิมประจุ
ของระบบ ท าให้อิเล็กตรอนสามารถเคลื่อนที่จากข้ัวซอร์สไปยังขั้วเดรนหรือขั้วเดรนมายังขั้วซอร์สได้ 

2.5 การค านวณปริพันธ์ตามวิถีของไฟน์แมน 

การค านวณปริพันธ์ตามวิถีของไฟน์แมน (Feynman path integral) เป็นวิธีการน าเสนอเพ่ือ

ใช้ในการแก้ปัญหากลศาสตร์เชิงควอนตัม (quantum mechanics) ซึ่งวิธีการดังกล่าวเป็นนัยนิยม 

(formalism) หนึ่งในกลศาสตร์ควอนตัม ซึ่งให้ผลการค านวณที่สอดคล้องกับการแก้ปัญหาด้วย
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รูปแบบพ้ืนฐานที่ใช้ในการแก้ปัญหาเชิงควอนตัม เช่น กลศาสตร์คลื่นของชเรอดิงเงอร์ และกลศาสตร์

เชิงเมทริกซ์ของไฮเซนเบิร์ก [52] การค านวณปริพันธ์ตามวิถีของไฟน์แมนถูกสร้างขึ้นโดยอยู่บน

พ้ืนฐานของสมมติฐานที่ว่า อนุภาคในกลศาสตร์เชิงควอนตัมอาจจะเคลื่อนที่ไปตามเส้นทางใดๆ 

ระหว่างจุดสองจุดที่เชื่อมต่อกันระหว่างจุดเริ่มต้นกับจุดสุดท้าย ซึ่งแนวความคิดดังกล่าวได้ถูกน าเสนอ

ในบทความเริ่มแรก [53] และในหนังสือของไฟน์แมน [54] ในหัวข้อนี้เป็นการแนะน าแนวความคิดที่

จ าเป็นส าหรับรูปแบบการค านวณปริพันธ์ตามวิถีของไฟน์แมน  

 เพ่ืออธิบายแนวความคิดเกี่ยวกับการค านวณปริพันธ์ตามวิถีได้แสดงการค านวณความน่าจะ

เป็น (probability amplitude) ส าหรับอนุภาคควอนตัม (quantum particle) หนึ่ งตัว  โดย

ก าหนดให้อนุภาคดังกล่าวจะแพร่กระจายจากจุดเริ่มต้น ( x ) และเคลื่อนที่ไปยังจุด ( x ) ใดๆ เพ่ือ

ความสะดวกในการอธิบายในวิทยานิพนธ์เล่มนี้ได้พิจารณาการค านวณความน่าจะเป็นในหนึ่งมิติ 

 สมการของชเรอดิงเงอร์ในสถานะเริ่มต้น ที่ขึ้นกับเวลา  0t   สามารถเขียนได้เป็น 

   
ˆ

0itHt e                                            (2.31) 

เมื่อ Ĥ  เป็นตัวด าเนินการฮามิลโทเนียนของระบบ (Hamiltonian operator) และก าหนดให้ 1  

ดังนั้น สามารถเขียนสถานะใดๆ ตามสมการ (2.31) ให้อยู่ในพิกัดต าแหน่งได้ดังสมการ  

                                   

   

 
ˆ

,

0itH

x t x t

x e x x

   

 
 

   , , 0,K t x x x dx                                  (2.32) 

เมื่อแทรกคุณสมบัติปิด (closure relation) 1dx x x   และก าหนดให้    0, 0x x    

และให้เคอร์เนลนิยามได้ตามสมการ 

 
ˆ

, , itHK t x x x e x                                        (2.33) 

สมการ (2.33) บ่งบอกถึงความน่าจะเป็นของอนุภาคหนึ่งตัวที่แผ่กระจายจากจุดเริ่มต้น x  ที่เวลา 

0t   ไปยังจุด x  ที่เวลา t  ใดๆ ดังนั้น ความน่าจะเป็นของอนุภาคเดี่ยวที่เคลื่อนที่จากจุดเริ่มต้นไป
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ยังจุดสุดท้ายค านวณได้จาก  
2

, ,K t x x  โดยเคอร์เนลดังกล่าวถูกเรียกว่า ตัวแผ่กระจาย 

(propagator) 

 จากคุณสมบัติของทรอตเทอร์–ลี (Trotter–Lie formula) [55] 

lim

N
A B

A B N N

N
e e e



 
  

 
                                        (2.34) 

เมื่อ A  และ B  เป็นจ านวนจริงหรือเมทริกซ์เชิงซ้อนและ N  ถูกเรียกว่า เลขทรอตเทอร์ (Trotter 

number) โดยทั่วไปฮามิลโทเนียนของอนุภาคเดี่ยวสามารถเขียนได้เป็น  2ˆ ˆ ˆ2H P m V x   เมื่อ 

P̂  เป็นตัวด าเนินการโมเมนตัม (momentum Hamiltonian) ของอนุภาคมวล m  พจน์แรกและ

พจน์ที่สองหมายถึงพลังงานจลน์และพลังงานศักย์ของอนุภาคดังกล่าว ตามล าดับ เพ่ือค านวณตัวแผ่

กระจายของอนุภาค ก าหนดให้ช่วงเวลาแบ่งออกเป็น N  ช่วงและก าหนดให้ความยาวแต่ละช่วงเป็น

ค่าคงที่   ดังนั้น สามารถเขียนเวลาทั้งหมดได้เป็น t N   เมื่อใช้คุณสมบัติในสมการ (2.34) 

สามารถเขียนตัวแผ่กระจายใหม่ได้ ดังสมการ 

                     

   

 

  

2

2

2

ˆ ˆ( 2 )

ˆ ˆ( 2 )

ˆ ˆ2

, ,

lim

lim

it P m V x

i P m V x N

N

N
i V xi P m

N

K x x t x e x

x e x

x e e x

 

  



  



 





 

  
2ˆ ˆ2

1 1 1
1

lim ...
N N

i V xi P m

N j j
N j

dx dx x e e x
  

 
 

            (2.35) 

โดยบรรทัดสุดท้ายในสมการ (2.35) ได้จากการแทรกคุณสมบัติปิด 1j j jdx x x   จ านวน 

1N   ครั้งและก าหนดให้ Nx x   และ 0x x  

 พิจารณาตัวแผ่กระจายในช่วงเวลาสั้น (short–time propagator) ส าหรับดัชนี j  ใดๆ 

ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล (exponential function) สามารถกระจายให้อยู่ในรูปของอนุกรมเทย์เลอร์ 

(Taylor’s series expansion) ได้เป็น 
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                
2 2ˆ ˆˆ2 2 2 2

1 1
ˆ ˆ1 ( ) ( ) ...

i V xi P m i P m

j j j jx e e x x e i V x V x x
    

        

 2
12

1

ji V xi P m

j jx e x e   

                                (2.36) 

เมื่อ  1 1 / 2j j jx x x    โดยในวิทยานิพนธ์นี้เลือกใช้ค่าเฉลี่ยระหว่างจุด jx  และ 1jx   และ

พลังงานศักย์มีค่าเฉพาะกรณีที่ 1j j   ในปริภูมิต าแหน่ง ดังนั้น ตัวแผ่กระจายในช่วงเวลาสั้น

ส าหรับดัชนี j  สามารถมองเป็นอนุภาคอิสระ (free particle) ที่เคลื่อนที่ระหว่างจุด jx  และ 1jx   

ซึ่งคูณอยู่กับพจน์ของพลังงานศักย์เฉลี่ยในช่วงดังกล่าว ดังนั้น ตัวแผ่กระจายของช่วงๆ หนึ่ง สามารถ

ค านวณได้ดังสมการ 

                      2 2ˆ ˆ2 2

1 1

1

2

i P m i P m

j j j jx e x x e dp p p x


   

    

2ˆ 2

1

1

2

i P m

j jdpe x p p x


 

                     (2.37) 

โดยแทรกคุณสมบัติปิดในปริภูมิของโมเมนตัม 2 1dp p p    และจากคุณสมบัติการโอเวอร์

แล็ป (overlap) ของเวกเตอร์มูลฐานที่ต่างกันสองเซต กล่าวคือ  jx  และ  jp  มีความสัมพันธ์

ตามสมการ 

1

2

ipxx p e


                                                 (2.38) 

จากคุณสมบัติดังกล่าวสามารถเขียนสมการ (2.37) ใหมไ่ด้ดังสมการ 

 2 2
1ˆ 2 2

1

1

2

j jip x xi P m i P m

j jx e x dpe e


    

                                     (2.39) 

จากสมการ (2.39) สามารถค านวณโดยใช้รูปแบบการค านวณปริพันธ์ของเกาส์ [39] ตามสมการ 

2

2
4

b
c

ax bx c ae dx e
a





  



                                      (2.40) 

ดังนั้น ตัวแผ่กระจายของช่วงๆ หนึ่ง สามารถเขียนได้ดังสมการ 

22
1

1 2
ˆ ( ) 22

1
2

j jim x xi P m

j j

m
x e x e

i
  



 
  

 
                           (2.41) 
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จากนั้นแทนตัวแผ่กระจายในช่วงเวลาสั้น ในสมการ (2.36)–(2.37) เข้าไปในตัวแผ่กระจายคลื่นใน

สมการ (2.35) พบว่า 

 
 1 2

1 1

2
1 1

10 2

, , lim ...
2

N
N

N j j
jj

x xm
i V x

m
K t x x dx dx e

i

 
     
   

  




 



 


 

   
 



            (2.42) 

ในกรณีที่ N   หรือสมมูลกับ 0  สามารถเขียนอากูเมนต์ (argument) ของเอกซ์โพเนน

เชียลด้วยผลรวมของรีมันน์ (Riemann sum) ส าหรับแอคชันแบบดั้งเดิม (classical action) ของ

เส้นทางท่ีถูกแยกออกจากจุด  0 1, ,..., Nx x x  ดังสมการ 

 
 

  
22

1 1

10 0
lim

2 2

tN j j

jjN

x x dx tm m
i V x dt V x t

dt

 



         
         

         
       (2.43) 

สมการ (2.43) แสดงให้เห็นว่าในกรณีที่ก าหนดให้ขีดจ ากัดที่ N  ลู่เข้าสู่อนันต์เส้นทางที่แตกออกจะ

กลายเป็นเส้นทางที่ต่อเนื่อง ในส่วนของปริพันธ์ 1 1... Ndx dx   หมายถึงผลรวมของทุกๆ เส้นทางที่

เป็นไปได้ทั้งหมดท่ีเริ่มต้นที่จุด x  และสิ้นสุดที่จุด x เขียนได้ดังสมการ 

 

 
2

1

01
lim

2

N
N x t x

j
x xN j

m
dx Dx

i

 

 

 
  

 
                                 (2.44) 

ในกรณีที่เส้นทางมีความต่อเนื่อง สามารถเขียนตัวแผ่กระจายได้เป็น 

   

 

 

0
, ,

x t x iS x t

x x
K t x x Dxe

   


                                       (2.45) 

เมื่อ  

 
 

 
2

0 2

t dx tm
S x t dt V x t

dt

   
             

                                  (2.46) 

จากสมการ (2.45) พบว่า ตัวแผ่กระจายคลื่นในช่วงเวลาสั้นขึ้นกับแอคชันของแต่ละเส้นทางเท่านั้น 

ความสัมพันธ์ระหว่างตัวแผ่กระจายและฟังก์ชันแบ่งส่วนของอนุภาคเดี่ยว 
ฟังก์ชันแบ่งส่วนเป็นฟังก์ชันที่สามารถอธิบายการแจกแจงสถานะที่เป็นไปได้ของระบบใน

กลศาสตร์เชิงสถิติ ซึ่งเป็นปริมาณที่สามารถน าไปสู่ค านวณปริมาณส าคัญอ่ืนๆ เช่น พลังงานเฉลี่ย 
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จ านวนอนุภาคเฉลี่ย เป็นต้น ดังนั้น หัวข้อนี้กล่าวถึงการค านวณฟังก์ชันแบ่งส่วนของอนุภาคภาคเดี่ยว

ด้วยวิธีการค านวณปริพันธ์ของฟังก์ชันนอล 

 พิจารณานิยามของตัวแผ่กระจายในสมการ (2.33) และตัวแปร t  ซึ่งพิจารณาตัวแปร

ดังกล่าวเป็นตัวแปรจินตภาพ โดยก าหนดให้ t i   เมื่อ   เป็นจ านวนจริง การแปลงดังกล่าวถูก

เรียกว่า Wick's rotation [39] ซึ่งเป็นวิธีการแปลงตัวแปรเพ่ือใช้เชื่อมโยงระหว่างกลศาสตร์เชิงสถิติ

และกลศาสตร์ควอนตัม ดังนั้น สามารถเขียนตัวแผ่กระจายในสมการ (2.33) ใหม่ได้ดังสมการ 

                             
   

, ;0,
iH i

H

j j

j

K i x x x e x

x e x x x






 



  

 

 

H

j j

j

e x x x x                              (2.47) 

ถ้าก าหนดให้ x x   และรวมทุกค่าของ x  ที่เป็นไป พบว่า 

                        

 , ;0, j

j

E

j

j

E

j

dx K i x x e dx x x x

e










 



 



 

 Z                                                   (2.48) 

เมื่อ jE  เป็นพลังงานของของอนุภาคที่อยู่ในสถานะ j  เมื่อก าหนดให้จุดเริ่มต้นละจุดสุดท้ายเป็น

จุดเดียวกัน แล้วรวมทุกค่าของ x  ที่เป็นไปได้ ฟังก์ชันดังกล่าวจะกลายเป็นฟังก์ชันแบ่งส่วนของระบบ

ที่ข้ึนกับตัวแผ่กระจายในเวลาจินตภาพ 

                                                tr HZ e    

Hdx x e x                                    (2.49) 

เมื่อ   หมายถึงส่วนกลับอุณหภูมิ (1 Bk T ) ของระบบ ฟังก์ชันแบ่งส่วนดังกล่าวสามารถค านวณได้

จากเดนซิตี้เมทริกซ์ (density matrix) [56] 
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นอกจากนั้น สามารถเขียนแอคชันในสมการ (2.46) ที่อยู่ในพจน์ของเวลาจินตภาพใหม่ได้

เป็น 

 
 

 
 

2 2

0 02 2

t dx t dxm m
i dt V x t d V x

dt d

 
 



         
                         

        (2.50) 

เมื่อก าหนดให้ตัวแปรในการแปลง t i    ดังนั้น ฟังก์ชันแบ่งส่วนในสมการ (2.49) สามารถเขียน

ใหม่ได้เป็น 

 
   

 

0

ES x

x x
Z Dxe






   


                                     (2.51) 

เมื่อ       2

0
2ES x d mx V x



            ถูกเรียกว่า ยูคลิคเดียนแอคชัน (Euclidian 

action) 

2.6 การควอนไทส์ล าดับที่สองและพีชคณิตของแกรสมันน์ 

พิจารณาระบบควอนตัมที่ประกอบไปด้วยอนุภาคที่เหมือนกันหลายอนุภาค ด้วยวิธีที่

คล้ายกันกับกลศาสตร์ควอนตัมของอนุภาคเดี่ยว ซ่ึงโดยทั่วไปสามารถเขียนตัวด าเนินการให้อยู่ในพจน์

ของตัวด าเนินการต าแหน่งและตัวด าเนินการโมเมนตัม กล่าวคือ ตัวด าเนินการอ่ืนสามารถสร้างขึ้น

จากตัวด าเนินการของต าแหน่งและตัวด าเนินการโมเมนตัมได้ทั้งหมด นอกจากนั้น สถานะทาง

ควอนตัมสามารถแสดงให้อยู่ในพจน์ของฟังก์ชันเจาะจง (Eigen function) ในท านองเดียวกัน เพ่ือ

อธิบายระบบควอนตัมของอนุภาคหลายตัว จ าเป็นต้องก าหนดตัวด าเนินการสร้าง  (creation 

operator) หรือตัวด าเนินการลบล้าง (annihilation operator) ส าหรับอนุภาคในสถานะควอนตัม 

เนื่องจากตัวด าเนินการอ่ืนสามารถเขียนให้อยู่ในพจน์ของตัวด าเนินการสร้างและลบล้างได้ 

นอกจากนั้น การแสดงสถานะทางควอนตัมของอนุภาคหลายตัวถูกเขียนอยู่ในพจน์ของฟังก์ชันเจาะจง

ของตัวด าเนินการข้างต้น ซึ่งวิธีการดังกล่าวถูกเรียกว่า การควอนไทส์ล าดับที่สอง [39] [57] 

นอกจากนั้น จากหลักการกีดกันของเพาลี (Pauli exclusion principle) ท าให้การอธิบายพฤติกรรม

ของอิเล็กตรอนในระบบต้องอาศัยคณิตศาสตร์เฉพาะที่เรียกว่า พีชคณิตของแกรสมันน์ ซึ่งรายละเอียด

จะได้อธิบายโดยล าดับดังต่อไปนี้ 
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2.6.1 การควอนไทส์ล าดับที่สอง 
เพ่ืออธิบายสมการการควอนไทส์ล าดับที่สอง พิจารณาฟังก์ชันคลื่นของอนุภาคที่เหมือนกัน 

N  ตัวในปริภูมิต าแหน่ง 

 1 2 1 2, ..., , ...,N Nr r r r r r                               (2.52) 

สมการ (2.52) เขียนได้จากเวกเตอร์สถานะ   ซึ่งเป็นองค์ประกอบของประภูมิฮิลเบิร์ตของอนุภาค

หลายตัว NH  ที่ได้จากผลิตผลแบบเทนเซอร์ (tensor product) N  ครั้ง ของอนุภาคเดี่ยว N  

อนุภาค ที่อยู่ในปริภูมิฮิลเบิร์ต (Hilbert space) H  กล่าวคือ 

1 2 1 2... , ...,N N NH H H H r r r                              (2.53) 

สมการ (2.53) สร้างจากสถานะเจาะจง (Eigen state) ของต าแหน่งของอนุภาค N  ตัวที่ถูกนอร์มอล

ไลซ์ (normalization) ในวิทยานิพนน์เล่มนี้ไม่พิจารณาผลของสปิน (spin) ของอนุภาค 

 จากข้อเท็จจริงที่ว่า อนุภาคท่ีเหมือนกันมีความน่าจะเป็นของการสลับที่แต่ละครั้งของอนุภาค

เท่ากัน ส าหรับการสลับที่ของอนุภาคสองตัว สามารถเขียนได้ดังสมการ 

   1 2 1 2, ,..., ..., ,..., , ,..., ..., ,...,i j N j i Nr r r r r r r r r r                       (2.54) 

เมื่อเครื่องหมายบวกและลบแสดงถึงความสมมาตรและไม่สมมาตรของการสลับที่ของฟังก์ชันคลื่น 

ส าหรับระบบอนุภาคที่ฟังก์ชันคลื่นมีสมบัติสมมาตร อนุภาคดังกล่าวถูกเรียกว่า โบซอน (boson) 

ตรงกันข้าม ถ้าอนุภาคที่ฟังก์ชันคลื่นไม่มีคุณสมบัติความสมมาตรถูกเรียกว่า เฟอร์มิออน (fermion) 

นอกจากนั้น ปริภูมิฮิลเบิร์ตส าหรับอนุภาค N  ตัว ส าหรับโบซอนและเฟอร์มิออนสามารถเขียนแทน

ด้วย NB  และ NF  ตามล าดับ ซึ่งปริภูมิทั้งสองเป็นสมาชิกของปริภูมิฮิลเบิร์ตส าหรับอนุภาค N  ตัว 

 จากที่ได้กล่าวมาข้างต้น ได้พิจารณาระบบที่มีจ านวนอนุภาคจ ากัดค่าหนึ่ง อย่างไรก็ตาม ใน

ระบบควอนตัมของอนุภาคหลายตัวนั้น จ านวนของอนุภาคมีความไม่แน่นอน เนื่องจากการกวัดแกว่ง

เชิงควอนตัม (quantum fluctuation) ที่ท าให้อิเล็กตรอนมีโอกาสที่จะเคลื่อนที่เข้าหรือออกจาก

ระบบได้ โดยระบบดังกล่าว ถูกอธิบายด้วยแกรนคาโนนิคอลอองซอมเบลอ ( grand canonical 

ensemble) ซึ่งฟังก์ชันแบ่งส่วนของระบบที่สามารถแลกเปลี่ยนทั้งพลังงานและอนุภาคของระบบ 

สามารถเขียนได้ดังสมการ 
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  
ˆ ˆH N

Z tr e
  

                                           (2.55) 

เมื่อ 1 Bk T   เป็นส่วนกลับของอุณหภูมิ   เป็นพลังงานศักย์เคมี Ĥ  และ N̂  เป็นฮามิลโท

เนียนและตัวด าเนินการจ านวน (number operator) ของระบบ ตามล าดับ 

 เพ่ือค านวณฟังก์ชันแบ่งส่วนของระบบต้องสร้างเซตที่สมบูรณ์ของระบบอนุภาคหลายตัว ซึ่ง

มีความจ า เป็นที่ จะต้องก าหนดจ านวนอนุภาคของระบบที่ สร้ างขึ้นจากการรวม ( linear 

combination) ของสถานะมูลฐาน (basis state) ของอนุภาคแต่ละตัว ดังแสดงตามสมการ 

1 21 2

1 2

, ,..., ,...

, ,..., ,...

, ,..., ,...
ii

i

n n n

n n n

c n n n
  

  

                             (2.56) 

เมื่อ 
1 2
, ,..., ,...

i
n n nc
  

 แสดงถึงกลุ่มของสัมประสิทธ์ที่ขยายออก และสถานะมูลฐาน 
1 2
, ,..., ,...

i
n n n    

สามารถเขียนให้อยู่ในพจน์ของจ านวน 
i

n  ส าหรับสถานะของอนุภาคเดี่ยวแต่ละตัว i  ซึ่งในกรณี

ของอนุภาคโบซอน 
i

n  ต้องเป็นจ านวนบวกเท่านั้น แต่ในกรณีของเฟอร์มิออน เมื่อพิจารณาหลักการ

กีดกันของเพาลี (Pauli’s exclusion principle) ร่วมด้วย ท าให้ 
i

n  ต้องมีค่าเป็นศูนย์หรือหนึ่ง

เท่านั้นหรือกล่าวอีกนัยหนึ่งว่า ส าหรับสถานะหนึ่งสถานะ จะมีอนุภาคเฟอร์มิออนสามารถครองครอง

ได้หนึ่งตัวเท่านั้น โดยปริภูมิของเวกเตอร์ที่ถูกขยายออกซึ่งเป็นผลจากการรวมกันของกลุ่มของ

เวกเตอร์มูลฐานที่เกิดขึ้นทั้งหมด ถูกเรียกว่า ปริภูมิของฟอกซ์ 

ปริภูมิของฟอกซ์ของเฟอร์มิออน 

  ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงคุณสมบัติของปริภูมิของฟอกซ์ที่ส าคัญ คือ จ านวนอนุภาคทั้งหมดที่อยู่ใน

ปริภูมิของฟอกซ์สามารถเปลี่ยนแปลงได้ จากคุณสมบัติดังกล่าว ท าให้จ านวนอนุภาคกลายเป็น

พารามิเตอร์ที่ไม่ถูกจ ากัดค่า เนื่องจากปริภูมิของฟอกซ์สามารถสร้างจากผลรวมกันของอนุภาคเดี่ยว

แต่ละตัว จ านวน N  ตัว กล่าวคือ 

0
N

N
F F




                                                (2.57) 

เนื่องจากการควอนไทส์ล าดับที่สองใช้ในการอธิบายสถานะของระบบด้วยตัวแปรที่ขึ้นกับจ านวนของ

อนุภาค โดยเทรซในสมการ (2.55) สามารถเขียนใหม่ได้จากเซตที่สมบูรณ์ของสถานะที่อยู่ในปริภูมิ

ของฟอกซ์ที่ถูกขยายออกไปทั้งหมด กล่าวคือ 
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 ˆ ˆH N

n F

Z n e n
  



                                     (2.58) 

เมื่อปริภูมิของฟอกซ์ F  เป็นปริภูมิที่ประกอบด้วยสถานะของอนุภาคหลายตัวที่เป็นไปได้ทั้งหมดและ 

n  เป็นสัญลักษณ์อย่างง่ายที่ใช้แทนสถานะมูลฐาน 
1 2
, ,..., ,...

i
n n n    

ตัวด าเนินการสร้างและตัวด าเนินการลบล้าง 

ในหัวข้อนี้ได้กล่าวถึงตัวด าเนินการที่สร้างขึ้นเพ่ือใช้กระท าบนปริภูมิ ของของฟอกซ์ ซึ่ง

ประกอบด้วยตัวด าเนินการสร้างและตัวด าเนินการลบล้าง †a  และ a  ตามล าดับ ซึ่งตัวด าเนินการ

สร้าง †a  นิยามได้ตามสมการ 

 
1 2 1 2

† , ,..., ,... 1 , ,..., 1 ,...
i i ii

na n n n n n n n
                           (2.59) 

ตัวด าเนินการสร้างจะท าให้เกิดสถานะใหม่ที่มีอนุภาคเพ่ิมขึ้นมาในสถานะที่เจาะจงสถานะหนึ่ง 

ส าหรับอนุภาคโบซอนซึ่งเป็นอนุภาคที่สามารถมีอนุภาคหลายตัวในสถานะเดียวกันได้ แต่ส าหรับ

อนุภาคเฟอร์มิออนแต่ละสถานะ i  สามารถมีอนุภาคเข้าไปครอบครองได้หนึ่งตัวเท่านั้น จึง

จ าเป็นต้องมีการก าหนดสถานะว่าง (vacuum state) 0  ของระบบ ซึ่งหมายถึงสถานะที่ไม่มี

อนุภาคครอบครองอยู่ ดังนั้น ในกลศาสตร์ควอนตัมสามารถสร้างอนุภาคด้วยตัวด าเนินการสร้างเพ่ือ

สร้างอนุภาคโบซอนและเฟอร์มิออนขึ้นมาจากสถานะว่างได้  

ในทางตรงกันข้าม ตัวด าเนินการสร้างต้องมีตัวด าเนินการที่เป็นสังยุค คือ a  ซึ่งถูกเรียกว่า ตัว

ด าเนินการลบล้าง นิยามตามสมการ 

 
1 2 1 2
, ,..., ,... , ,..., 1 ,...

i i ii
na n n n n n n n
                              (2.60) 

ตัวด าเนินการลบล้างสามารถกระท าบนสถานะใดๆ ที่อยู่ในปริภูมิของฟอกซ์แล้วสร้างสถานะขึ้นใหม่ 

โดยท าการลบล้างอนุภาคหนึ่งตัวในสถานะที่เจาะจงหนึ่งๆ ออกไป นอกจากนั้น ตัวด าเนินการสร้าง

และตัวด าเนินการลบล้างยังมีคุณสมบัติการสลับที่ ตามสมการ 

† † †,a a a a a a                                           (2.61) 

† †, , 0a a a a   
                                            (2.62) 
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เมื่อเครื่องหมายบวกและลบแทนด้วยอนุภาคโบซอนและเฟอร์มิออน ตามล าดับ อย่างไรก็ตาม ใน

วิทยานิพนธ์นี้สนใจเฉพาะระบบของเฟอร์มิออนเท่านั้น ดังนั้น เครื่องหมายบวกในที่นี้จะหมายถึง

คุณสมบัติแอนติคอมมิว (anti–commutation) ของเฟอร์มิออน จากคุณสมบัติดังกล่าวของเฟอร์มิ

ออนที่จะเกิดเครื่องหมายติดลบเมื่อเกิดการสลับที่แต่ละครั้ง จึงมีความจ าเป็นต้องใช้พีชคณิตของ    

แกรสมันน์เพื่อใช้ในการแก้ปัญหาของเครื่องหมายดังกล่าว ซึ่งจะถูกอธิบายในหัวข้อต่อไป 

2.6.2 พีชคณิตของแกรสมันน์ 
  ในหัวข้อนี้ได้กล่าวถึงปัญหาส าหรับระบบของอนุภาคเฟอร์มิออนที่เกิดเครื่องหมายติดลบเมื่อมีการ

เปลี่ยนต าแหน่งของอนุภาค ท าให้เกิดความยุ่งยากในการค านวณเป็นอย่างมาก ดังนั้น ในหัวข้อนี้จะ

อธิบายพื้นฐานทางคณิตศาสตร์ที่จ าเป็นเกี่ยวกับพีชคณิตของแกรสมันน์ ซึ่งไม่ได้กล่าวถึงแค่นิยามหรือ

สูตรที่ส าคัญเท่านั้น แต่ยังได้แสดงตัวอย่างการค านวณโดยใช้ตัวแปรของแกรสมันน์ที่สร้างขึ้นเพ่ือเป็น

ตัวอย่างการค านวณ พีชคณิตของแกรสมันน์สามารถศึกษาเพ่ิมเติมได้ในอ้างอิง [58] นอกจากนั้น ใน

ที่นี้ยังได้แนะน าเกี่ยวกับฟังก์ชันของตัวแปรที่มีคุณสมบัติและองค์ประกอบของแคลคูลัส โดยมีวัตถุ

ประสงเพ่ือก าหนดรูปแบบของการค านวณปริพันธ์ของตัวแปรแกรสมันน์ เพ่ือน าไปค านวณปริพันธ์

ตามวิถีของฟังก์ชันนอลต่อไป จากฮามิลโทเนียนในสมการ (2.58) สามารถเขียนให้อยู่ในพจน์ของตัว

ด าเนินการสร้างและตัวด าเนินการลบล้างส าหรับอนุภาคเฟอร์มิออนได้ นอกจากนั้น ยังได้แสดงให้เห็น

แล้วว่าอนุภาคเฟอร์มิออนมีคุณสมบัติแอนติคอมมิวตามสมการ (2.61) โดยในหัวข้อนี้ได้พิจารณา

เฉพาะตัวด าเนินการสร้างและตัวด าเนินการลบล้างส าหรับเฟอร์มิออนเท่านั้น 

พิจารณาก าลังสองของตัวด าเนินการของจ านวนของสถานะ i  กล่าวคือ †

i i in a a  ได้ว่า 

 2 † † † † ˆ1i i i i i i i i i in a a a a a a a a n                              (2.63) 

หรืออาจเขียนได้เป็น 

 ˆ ˆ 1 0i in n                                          (2.64) 

จากสมการข้างต้นพบว่า ค่าเจาะจงของตัวด าเนินการของจ านวนส าหรับสถานะใดๆ ต้องมีค่าเป็นศูนย์

หรือหนึ่งเท่านั้น กล่าวคือ ส าหรับอนุภาคเฟอร์มิออน สถานะหนึ่งสถานะสามารถบรรจุเฟอร์มิออนได้

สูงสุดหนึ่งตัว 
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2.6.2.1 แรงจูงใจและนิยามส าหรับพีชคณิตของแกรสมันน์ 
ก่อนอธิบายเกี่ยวกับคณิตศาสตร์และลักษณะของพีชคณิตของแกรสมันน์ ในหัวข้อนี้แสดงให้

เห็นว่าท าไมตัวแปรของแกรสมันน์จึงมีความเหมาะสมที่จะน ามาอธิบายระบบของเฟอร์มิออน 

พิจารณาสถานะโคเฮเรนท์ (coherent states) ของระบบที่ถูกกระท าด้วยตัวด าเนินการลบล้างดัง

สมการ 

a                                              (2.65) 

เมื่อ   เป็นค่าเจาะจง (Eigenvalue) ของสถานะโคเฮเรนท์ จากคุณสมบัติแอนติคอมมิวในสมการ 

(2.62) สามารถเขียนสมการของค่าเจาะจงในสมการ (2.65) ได้ใหม่ดังสมการ 

a a a a                                         (2.66) 

หรืออาจเขียนได้ว่า 

                                                 (2.67) 

ดังนั้น จากสมการข้างต้นพบว่า ค่าเจาะจงของสถานะโคเฮเรนท์มีคุณสมบัติแอนติคอมมิว ดังสมการ 

, 0  


                                             (2.68) 

เพ่ือก าหนดสถานะโคเฮเรนท์ส าหรับเฟอร์มิออน ต้องสร้างพีชคณิตเพ่ือแก้ปัญหาเครื่องหมายของค่า

เจาะจงเม่ือเกิดการสลับที่ของเฟอร์มิออน โดยพีชคณิตท่ีสร้างขึ้นจากคุณสมบัติแอนติคอมมิวของกลุ่ม

ตัวแปรดังกล่าว เรียกว่า พีชคณิตของแกรสมันน์  

นิยามส าหรับพีชคณิตของแกรสมันน์ 

  พิจารณากลุ่มตัวแปรแกรสมันน์    เมื่อ 1,...,n   ที่มีคุณสมบัติแอนติคอมมิวตามสมการ 

(2.68) และก าหนดให้จ านวนเชิงซ้อนที่คูณกับตัวแปรแกรสมันน์มีคุณสมบัติการสลับที่ กล่าวคือ 

c c                                                 (2.69) 

ซึ่งตัวแปรแกรสมันน์สามารถสร้างขึ้นจากตัวแปรเหล่านี้ได้ทั้งหมด โดยตัวแปรดังกล่าวถูกเรียกว่า ตัว

สร้าง (generator) จากคุณสมบัติแอนติคอมมิว พบว่า 
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2 0                                                  (2.70) 

ดั งนั้น  ตั วแปรของพีชคณิตของแกรสมันน์สามารถสร้ าง ได้จากการรวมกันทั้ งหมดของ 

 
1 2 1 2

1, , ,..., ,...,
n          เมื่อก าหนดให้ดัชนีดังกล่าว 1 2 ... n      ซึ่งมิติหรือจ านวน

ตัวแปรของแกรสมันน์ที่ถูกสร้างขึ้นมีค่าเป็น 2n  เท่าของตัวสร้าง ตัวอย่างเช่น ในกรณีที่ใช้ตัวสร้าง

สองตัว จะท าให้ชุดของตัวแปรแกรสมันน์สี่ตัว กล่าวคือ  1 2,   สามารถสร้างตัวแปรแกรสมันน์

ทั้งหมดได้เป็น  1 1 21, , ,     เนื่องจาก 1 2   มีค่าเท่ากับ 2 1   การกระท าของสังยุคส าหรับ

พีชคณิตแกรสมันน์ถูกก าหนดโดย  
* *   จากเงื่อนไขดังกล่าวสามารถเขียนสังยุคของตัวสร้าง

หลายตัวได้ดังสมการ 

 
*

* * *... ...n n                                             (2.71) 

และสังยุคของฟังก์ชันใดๆ ของตัวแปรแกรสมันน์สามารถเขียนได้ตามสมการ 

  * *

1 1 1 2     
                                      (2.72) 

เมื่อ   และ   เป็นจ านวนเชิงซ้อนและ 1  และ 2  เป็นตัวแปรแกรสมันน์ 

2.6.2.2 แคลคูลัสส าหรับตัวแปรของแกรสมันน์ 

ในหัวข้อนี้ได้แสดงกฎของแคลคูลัสส าหรับตัวแปรแกรสมันน์ที่ใช้สร้างสมการการค านวณ

ปริพันธ์ตามวิถีในระบบควอนตัมส าหรับเฟอร์มิออน เนื่องจากฟังก์ชันใดๆ สามารถกระจายโดยใช้

อนุกรมเทย์เลอร์ได้ ดังนั้น ในหัวข้อนี้ได้น าข้อเท็จจริงดังกล่าวมาประยุกต์ใช้กับการสร้างฟังก์ชันของ

แกรสมันน์ 

ฟังก์ชันของแกรสมันน์ 

  จากเงื่อนไขก าลังสองของตัวแปรแกรสมันน์ 2 0   ส าหรับ   ใดๆ ที่เป็นสมาชิกของฟังก์ชัน   

แกรสมันน์ เมื่อกระจายอนุกรมเทเลอร์ของฟังก์ชันแกรสมันน์ ในที่สุดจะได้ฟังก์ชันที่ประกอบด้วยสอง

พจน์เท่านั้น กล่าวคือ 

  0 1c c                                             (2.73) 
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เมื่อ   เป็นสมาชิกของฟังก์ชันแกรสมันน์    ส าหรับฟังก์ชันของแกรสมันน์ส าหรับของสองตัว

แปร  1 2,   สามารถเขียนได้ดังสมการ 

 1 2 0 1 1 1 2 12 1 2, c c c c                                        (2.74) 

เมื่อ 0c  1c  1c  และ 12c  เป็นจ านวนเชิงซ้อนและ 1c  เป็นสังยุคของ 1c   

อนุพันธ์ของฟังก์ชันแกรสมันน์ 

  อนุพันธ์ของตัวแปรแกรสมันน์สามารถก าหนดได้ดังสมการ 

j

ij

i










                                               (2.75) 

อนุพันธ์ดังกล่าว เรียกว่า การกระท าของอนุพันธ์ทางซ้าย [58] ในการค านวณอนุพันธ์ของตัวแปร   

แกรสมันน์ใดๆ เทียบกับตัวแปร i  ต้องย้ายตัวแปรที่เหมือนกับ i  โดยใช้คุณสมบัติแอนติคอมมิว

ของตัวแปรแกรสมันน์ จนตัวแปรดังกล่าวติดกับ    ตัวอย่างเช่น 

   j i i j

j

i

   


 

  
  

 
                                  (2.76) 

ส าหรับอนุพันธ์ของฟังก์ชันทั่วไปของตัวแปรหนึ่งและสองตัว สามารถแสดงดังสมการ 

   0 1c c  
 

 
  

 
                                  (2.77) 

   1 2 0 1 1 1 2 12 1 2 1 12 2

1 1

, c c c c c c      
 

 
     

 
                   (2.78) 

   2 2 0 1 1 1 2 12 1 2 1 12 1

2 2

, c c c c c c      
 

 
     

 
                   (2.79) 

   1 2 12 1 2

2 1 1 2

, ,c   
   

   
  

   
                            (2.80) 

จากสมการ (2.80) แสดงให้เห็นว่าตัวด าเนินการ 1   และ 2   มีคุณสมบัติแอนติคอมมิว 

กล่าวคือ 
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1 2

, 0
 



  
 

  
                                    (2.81) 

ปริพันธ์ของฟังก์ชันแกรสมันน์ 

  การก าหนดปริพันธ์ของตัวแปรแกรสมันน์ไม่สามารถท าในลักษณะที่คล้ายกับปริพันธ์แบบรีมันน์ที่ใช้

กับจ านวนจริงได้ เนื่องจากไม่สามารถเปรียบเทียบขนาดของตัวแปรแกรสมันน์ได้ ส าหรับตัวแปร    

แกรสมันน์หนึ่งตัวจะมีรูปแบบของการค านวณปริพันธ์ที่น่าสนใจสองแบบเท่านั้น คือ d  และ 

d  เนื่องจากพจน์ของตัวแปรที่มีก าลังมากกว่าสองจะเป็นศูนย์เสมอ ซึ่งการแสดงการค านวณ

ปริพนัธ์ดังกล่าวถูกแสดงด้วยเบเรซิน (Berezin) [58] 

 เพ่ือก าหนดรูปแบบของการค านวณปริพันธ์ของตัวแปรแกรสมันน์ทั้งหมด ต้องก าหนดให้

ปริพันธ์มีค่าคงที่ภายใต้การเลื่อนต าแหน่ง กล่าวคือ 

d d                                                (2.82) 

เมื่อก าหนดให้       และ   เป็นตัวแปรของแกรสมันน์ใดๆ ที่มีคุณสมบัติสอดคล้องกับสมการ 

 d d d d                                         (2.83) 

เมื่อ d d      เพ่ือให้สมมติฐานในสมการ (2.82) เป็นจริง ต้องก าหนดให้ 

0d                                                 (2.84) 

ดังนั้น ปริพันธ์ d  ต้องมีค่าไม่เท่ากับศูนย์ เนื่องจากจะท าให้การค านวณดังกล่าวไม่มีความหมาย

โดยในที่นี้ปริพันธ์ดังกล่าวถูกก าหนดให้มีค่าเท่ากับหนึ่ง กล่าวคือ 

1d                                                (2.85) 

นอกจากนั้น สามารถนิยามการค านวณปริพันธ์ส าหรับสังยุคของตัวแปรแกรสมันน์ได้คล้ายๆ กัน 

กล่าวคือ 

* 0d                                              (2.86) 

และ 
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* * 1d                                             (2.87) 

เพ่ือค านวณปริพันธ์ของฟังก์ชันแกรสมันน์ที่มีหลายตัวแปร ต้องใช้คุณสมบัติแอนติคอมมิว จนกระทั่ง

ตัวแปร   ติดกับ d   ตัวอย่างเช่น 

   0 1 1d d c c c                                        (2.88) 

 

   1 1 2 1 0 1 1 1 2 12 1 2 1 12 2,d d c c c c c c                             (2.89) 

 

   2 2 2 1 0 1 1 1 2 12 1 2 1 12 1,d d c c c c c c                             (2.90) 

 

   1 2 1 2 12 1 2 1 2, ,d d c d d                                  (2.91) 

จากนิยามการค านวณอนุพันธ์และปริพันธ์ส าหรับตัวแปรแกรสมันน์ข้างต้นสามารถสรุปได้ว่า 

1
0 1d




 

                                                 (2.92) 

และ 

1 d


 



 

                                                (2.93) 

นอกจากนั้น เมื่อเปรียบเทียบผลที่ได้จากสมการ (2.77)–(2.80) กับสมการ (2.88)–(2.91) พบว่า การ

ด าเนินการของอนุพันธ์สมมูลกับการด าเนินการของปริพันธ์ กล่าวคือ  

d





                                                    (2.94) 

ซึ่งการสมมูลของตัวด าเนินการของอนุพันธ์และตัวด าเนินการปริพันธ์จะถูกน าไปประยุกต์ใช้ในการ

แปลงตัวแปรส าหรับการค านวณปริพันธ์ต่อไป 
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2.6.2.3 สมการการค านวณปริพันธ์ที่ส าคัญ 

ในหัวข้อย่อยนี้ จะก าหนดเดลต้าฟังก์ชัน (delta function) ส าหรับฟังก์ชันของแกรสมันน์ 

จากนั้นได้แสดงวิธีการเปลี่ยนตัวแปร โดยใช้กฎของการแปลงของฮับบาร์ดและสตราโทโนวิช 

(Hubbard–Stratonovich transformations) ส าหรับการค านวณปริพันธ์ของแกรสมันน์เพ่ือค านวณ

ปริพันธ์แบบเกาส ์

เดลต้าฟังก์ชันของแกรสมันน์ 

  เดลต้าฟังก์ชันของแกรสมันน์นิยามได้ตามสมการ 

       , 1d e d
  

         
                            (2.95) 

จากนิยามดังกล่าวพบว่า 

        0 1,d d c c                                     (2.96) 

พบว่าเมื่อค านวณปริพันธ์เดลต้าฟังก์ชันกับฟังก์ชันของแกรสมันน์ใดๆ จะได้ฟังก์ชันแกรสมันน์ใน

สมการ (2.73) 

การแปลงตัวแปรแกรสมันน์ส าหรับการค านวณปริพันธ์ 

  จากความสมมูลของตัวด าเนินการอนุพันธ์และปริพันธ์ส าหรับตัวแปรแกรสมันน์ พิจารณาปริพันธ์

ส าหรับทุกค่าของฟังก์ชันแกรสมันน์ที่เป็นไปได้ ดังสมการ 

 
 

d


 





                                      (2.97) 

จากสมการ (2.97) เมื่อแทนตัวแปรแกรสมันน์ของการค านวณปริพันธ์ด้วย c    เมื่อ c  ไม่

เท่ากับศูนย์ในสมการ (2.97) สามารถเขียนสมการใหมไ่ด้เป็น 

 
 

 
c

d c d c


   



  

                       (2.98) 

เมื่อแฟกเตอร์ (factor) c เป็นค่าคงที่ท่ีเกิดจากการแปลงตัวแปรของการค านวณปริพันธ์ 
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 นอกจากนั้น สมการ (2.98) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปทั่วไปเพ่ือใช้ในการค านวณปริพันธ์

ส าหรับตัวแปรแกรสมันน์ใดๆ พิจารณาการแปลงแบบเชิงเส้นที่เขียนอยู่ในรูปของเมทริกซ์ M  ซึ่งมี

มิติ N N  กล่าวคือ  

M  


                                              (2.99) 

เมื่อ  det 0ijM   แล้วสามารถเขียนกฎการแปลงของเมทริกซ์ได้ตามสมการ [59] 

     1

1 1

det
n n

d M d M   

 

   

 

                         (2.100) 

เมื่อ 1M   เป็นส่วนกลับของเมทริกซ์ M   

การค านวณปริพันธ์ของเกาส์เซียน 

  ในหัวข้อนี้ได้แสดงพ้ืนฐานการค านวณปริพันธ์ของแกรสมันน์ส าหรับตัวแปรแกรสมันน์ทั้งหมด 

พิจารณาเซตของตัวแปรแกรสมันน์ที่ เป็นอิสระต่อกันสองกลุ่ม กล่าวคือ กลุ่มของตัวแปร

 1 2, ,..., N    และ  * * *

1 2, ,..., N    สามารถเขียนปริพันธ์ของตัวแปรดังกล่าวได้ดังสมการ 

* *
*

, 1

N
M

d d e    

 

 

 




                                 (2.101) 

เมื่อ M  เป็นเมทริกซ์เชิงซ้อนมิติ N N  และก าหนดให้ 
,

M M      
     ใน

สมการ (2.101) เพ่ือความสะดวกในการเขียนในหัวข้อย่อยนี้ และก าหนดให้อินเวิร์สเมทริกซ์ 1M   

สามารถหาค่าได้ เพ่ือค านวณปริพันธ์ดังกล่าว ต้องแปลงตัวแปรตามสมการ (2.99) กล่าวคือ 

M  


    จากนั้นใช้คุณสมบัติตามสมการ (2.100) พบว่า 

                  
 

   

* * *
* * *

, 1 1

* *

1

det

det 1

N N
M

N

d d e M d d e

M d d

    
   

   

  

   



   

   

 

 





  

  

 

 

 det M                                               (2.102) 
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เนื่องจาก  * *1 1d d          ส าหรับตัวแปรแกรสมันน์สองตัวใดๆ ที่เป็นอิสระต่อกัน 

พิจารณาปริพันธ์ส าหรับตัวแปรแกรสมันน์คู่ใดๆ ที่เป็นอิสระต่อกัน N คู่ ตามสมการ  

* * * *
*

, 1

N
M

I d d e            

 

 

 
  



                             (2.103) 

เมื่อ * *, , ,        เป็นตัวแปรแกรสมันน์และก าหนดให้อินเวิร์สเมทริกซ์ 1H   สามารถหาค่าได้

เพ่ือค านวณปริพันธ์ตามสมการ (2.103) ต้องเปลี่ยนตัวแปรดังนี้ 

H                                             (2.104) 

หรือ 

 1H                                           (2.105) 

และ 
* * * 1H                                             (2.106) 

แล้ว พบว่า 

                                 

 

   

 
 

 

* *

* * 1

* * 1 * 1

* * 1

*

, 1

*

, 1

*

, 1

*

, 1

det

det

det

N
H

N
H

N
H H

N
H

I d d e

H d d e

H d d e

H d d e

     

     

      

    

    

 

 

    

 

 

    

 

 

   

 

 

 

 

 

 



 



  



  



  















 

 

 

 

 

 
* 1

det
H

H e    

                                                   (2.107) 

เนื่องจาก *
* 1d d e   

     ส าหรับ   ทุกตัว และเมื่อน าสมการ (2.107) เปรียบกับปริพันธ์

ของเกาส์ส าหรับตัวแปรเชิงซ้อน [56] ดังสมการ 

  
* * * * 1

*
1

1

det
2

i ij j i i i i i ij j

N
x H x J x x J J Hi i

i

d d
e H e

i

 



  



                   (2.108) 

เมื่อ  ix  เป็นตัวแปรเชิงซ้อน พบว่าปริพันธ์ของเกาส์ส าหรับตัวแปรแกรสมันน์และตัวแปรเชิงซ้อนมี

ลักษณะที่คล้ายกันซึ่งแตกต่างกันเฉพาะก าลังของดีเทอร์มิแนนต์ (determinant) เท่านั้น  
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2.7 สถานะโคเฮเรนท์ของเฟอร์มิออน 

การสร้างสถานะทางควอนตัมของระบบอนุภาคใดๆ ต้องสร้างสถานะดังกล่าวจากการรวม  

(superposition) ของสถานะของแต่ละอนุภาคเดี่ยวที่แตกต่างกัน ซึ่งการรวมกันของสถานะดังกล่าว 

ถูกเรียกว่า สถานะโคเฮเรนท์ [39] 

2.7.1 นิยามของสถานะโคเฮเรนท์ของเฟอร์มิออน 

 พิจารณาพีชคณิตของแกรสมันน์  ที่เป็นเซตของตัวแปรแกรสมันน์  *,    ซึ่งตัวสร้าง 

  และ *

  สอดคล้องกับตัวด าเนินการลบล้าง a  และตัวด าเนินการสร้าง †a  ตามล าดับ ในที่นี้ 

สถานะของอนุภาคหนึ่งตัวถูกก าหนดด้วยตัวเลข   จากปริภูมิฮิลเบิร์ตของอนุภาคเดี่ยว โดยทั่วไป

ปริภูมิของฟอกซ์สามารถสร้างได้โดยการรวมกันของของสถานะของอนุภาคเดี่ยวที่มีสัมประสิทธิ์เป็น

ตัวแปรแกรสมันน์  

เพ่ือแสดงการรวมกันของตัวแปรแกรสมันน์และตัวด าเนินการ ต้องใช้คุณสมบัติที่จ าเป็นสอง

ข้อ คือ ตัวแปรแกรสมันน์  *,    และตัวด าเนินการสร้างและตัวด าเนินการลบล้างมีคุณสมบัติ

แอนติคอมมิว กล่าวคือ 

, 0a


                                                (2.109) 

เมื่อ   และ a  เป็นตัวแปรแกรสมันน์ที่เกิดจากตัวสร้าง  *,    และตัวด าเนินการสร้างหรือตัว

ด าเนินการท าลาย ตามล าดับ และมีคุณสมบัติของแอดจ๊อยท์ (adjoint) แสดงดังสมการ  

 
†

† †a a                                            (2.110) 

สถานะโคเฮเรนท์ของเฟอร์มิออนสามารถนิยามตามสมการ 

                                                  
†

0
a

e       

 †1 0a 



                               (2.111) 

เมื่อใช้คุณสมบัติ 1e 




   
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2.7.2 คุณสมบัติพื้นฐานของสถานะโคเฮเรนท์ของเฟอร์มิออน 

 หัวข้อนี้ได้แสดงคุณสมบัติที่จ าเป็นส าหรับสถานะโคเฮเรนท์ ซึ่งเริ่มด้วยการพิจารณาการ

กระท าของตัวด าเนินการลบล้างบนสถานะโคเฮเรนท์ จากคุณสมบัติตามสมการ (2.65) พิจารณา

สถานะของอนุภาคเดี่ยว แสดงดังสมการ 

   † †1 0 0 1 0a a a                                       (2.112) 

จากสมการ (2.110)–(2.111) และข้อเท็จจริงที่ว่า  †1 a   มีคุณสมบัติการสลับที่กับ  †1 a   

ดังนั้น การกระท าของตัวด าเนินการลบล้างบนสถานะโคเฮเรนท์สามารถเขียนได้ ดังสมการ 

                                     

   

   

 

† †

† †

†

1 1 0

1 1 0

1 0

a a a a

a a

a

     

 

    

 

  



  

  

 





  

  

 







 

                                                       (2.113) 

ในท านองเดียวกัน การกระท าของตัวด าเนินการสร้างบนสถานะโคเฮเรนท์สามารถเขียนได้ ดังสมการ 

                                     

   

 

   

† † † †

† †

† †

1 1 0

1 0

1 1 0

a a a a

a a

a a

     

 

  

 

   



  



 






  

 


   









 







 


                                                (2.114) 

ในทางตรงกันข้าม การกระท าของตัวด าเนินการสร้างและตัวด าเนินการลบล้างบนไอเกนเวกเตอร์ 

(Eigen vector)   สามารถท าได้โดยใช้คุณสมบัติ 
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 
* * *0 0 0 1a ae e a 





                                (2.115) 

ดังนั้น  

† *a                                                     (2.116) 

และ 

*
a



 






                                               (2.117) 

การโอเวอร์แลปของสถานะโคเฮเรนท์ (overlapping of coherent state) 

  การโอเวอร์แลปของสถานะโคเฮเรนท์สองสถานะ กล่าวคือ  *1 a   และ  †1 a   สามารถ

ค านวณได้โดยตรงจากสมการ 

                                   

  

 

* †

*

0 1 1 0

1

a a   



 



   

 

   

 





 

*

e
 

                                                       (2.118) 

เมื่อ †0 a  สมมูลกับ 0a  ซึ่งมีค่าเท่ากับศูนย์ 

คุณสมบัติปิดส าหรับสถานะโคเฮเรนท์ (closer relation for coherent state) 

  คุณสมบัติปิดเป็นคุณสมบัติที่มีความส าคัญส าหรับสถานะโคเฮเรนท์ ซึ่งนิยามได้ตามสมการ 

*
* 1d d e

 
 

 



   
                                    (2.119) 

เพ่ือพิสูจน์ความสัมพันธ์ดังกล่าว พิจารณาสมการ 

*
*

1 1 1 1... ... ... ...n m n md d e
 

 

 



           
             (2.120) 
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ส าหรับคู่ของเวกเตอร์ที่เป็นเบสิส (basis) ของปริภูมิของฟอกซ์ใดๆ เพ่ือพิสูจน์สมการ (2.120) 

พิจารณาข้อเท็จจริงที่ว่า 
1

† †

1... ... 0
nn a a     แล้วพบว่า 

                             
1

†

1... 0 ... 1 0
n i in a           

1
...

n a                                                      (2.121) 

จากสมการ (2.121) แสดงให้เห็นว่าผลของตัวแปรแกรสมันน์จะเป็นสเกลาร์เสมอ เนื่องจาก a  

สามารถสลับที่กับ  †1 a   ส าหรับ    ด้านขวาของสมการ (2.120) สามารถเขียนได้เป็น 

         
*

*

1 1... ...n md d e
 

 

 



       


  

 
1 1

* * * *1 ... ...
n m

d d       

 

                 (2.122) 

ส าหรับสถานะเจาะจง   ใดๆ จะมีสี่สถานะที่เป็นไปได้ โดยสามารถเขียนฝั่งขวาของสมการ (2.122) 

ได้เป็น 

 

*

*
* *

1

0
1

0

11

d d

 


   



 


   



   
   
   

    
   
     

                                 (2.123) 

จากสมการ (2.123) แสดงให้เห็นว่าปริพันธ์จะมีค่าถ้าสถานะ   เป็นสถานะที่มีหรือไม่มีอนุภาคทั้ง

สองสถานะทั้ง 1... n   และ 1... m   ดังนั้น จ านวนของสถานะ m  ต้องเท่ากับจ านวนสถานะ 

n  นอกจากนั้น พิจารณาการสลับที่ของตัวแปรแกรสมันน์  1... n   และ  1... m  พบว่า มี

คุณสมบัติการโอเวอร์แลป กล่าวคือ  1 1... ... 1
P

n n       การโอเวอร์แลปดังกล่าว มีค่าไม่

เท่ากับศูนย์เมื่อ m  ไม่เท่ากับ n  นอกจากนั้น การรวมกันของตัวแปรแกรสมันน์ในสมการ (2.122) 

สามารถเขียนใหม่ได้ดังสมการ 

 
1 1 1 1

* * * *... ... 1 ... ...
n n n n

P

                                    (2.124) 

เมื่อ P  เป็นจ านวนครั้งของการสับเปลี่ยน ในที่สุด จะได้ว่า 
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**

1 1

1 , ,

0
... ...n m

P
ni in m P P S

n m
d d e  

 

       

 
 
 

   






 



           (2.125) 

สมการ (2.125) แสดงให้เห็นว่าสมการ (2.120) เป็นจริงส าหรับคู่ของเวกเตอร์ใดๆ ในปริภูมิของ

ฟอกซ์ ดังนั้นคุณสมบัติปิดตามสมการดังกล่าวเป็นจริง 

นัยนิยมของเทรซโดยสถานะโคเฮเรนท์ (Representation of the trace by coherent 

states) 

  เพ่ือค านวณเทรซของตัวด าเนินการให้อยู่ในพจน์ของสถานะโคเฮเรนท์ พิจารณาข้อเท็จจริงที่ว่า 

สเกลาร์โปรดัก (scalar product) ระหว่างสถานะในปริภูมิของฟอกซ์ i  และสถานะโคเฮเรนท์ 

  i   และ i   เป็นตัวแปรแกรสมันน์ สามารถเขียนคุณสมบัติแอนติคอมมิวได้ดัง

สมการ 

i i i i                                  (2.126) 

เพ่ือค านวณฟังก์ชันแบ่งส่วนหรือการสร้างฟังก์ชันนอลของค่าเจาะจงบางตัวของระบบที่ต้องการใช้

เป็นตัวแทนส าหรับเทรซของตัวด าเนินการในพจน์ของสถานะโคเฮเรนท์ส าหรับเฟอร์มิออน สามารถ

ค านวณได้ดังสมการ 

                               

 

*

*

*

*

a

a

n

n

tr A n A n

d d e n A n

d d e A n n

  

  









 

   













 







 

*
* a

d d e A  



                               (2.127) 
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2.8 ปริพันธ์ตามวิถีของสถานะโคเฮเรนท ์

ในหัวข้อนี้ จะน าสมการที่ได้จากพีชคณิตแกรสมันน์และสถานะโคเฮเรนท์เพ่ือน าไปค านวณ

ฟังก์ชันแบ่งส่วนของระบบส าหรับสถานะโคเฮเรนท์ จากการควอนไทส์ล าดับที่สองของฮามิลโทเนียน 

H  ในนอร์มอลออเดอร์ (normal order) กล่าวคือ ให้ตัวด าเนินการสร้างอยู่ฝั่งซ้ายของตัวด าเนินการ

ลบล้าง เพ่ือจะให้กระท ากับสถานะว่างได้ ส าหรับการค านวณอนุพันธ์ พิจารณาฟังก์ชันแบ่งส่วน 

 HZ tr e   จากเทรซในสถานะโคเฮเรนท์ตามสมการ (2.127) สามารถเขียนฟังก์ชันแบ่งส่วนใน

สถานะโคเฮเรนท์ได้เป็น 

   
*H HZ tr e d e e                                   (2.128) 

เมื่อก าหนดให้   *d d d        

 พิจารณาคล้ายกับกรณีของการค านวณปริพันธ์ตามวิถีของฟายน์แมนน์ กล่าวคือ แบ่งช่วง

ของการค านวณปริพันธ์ออกเป็นช่วงเวลาสั้นๆ j  ออกเป็น P  ช่วง เมื่อ  1,...,j P  และ

ก าหนดให้การแผ่กระจายของอนุภาคไปตามเส้นทาง C  จากจุดเริ่มต้น 0z   ไปยัง z i   

ดังนั้น สามารถเขียนเวลาทั้งหมดได้ดังสมการ 

1

P

j

j

i


                                              (2.129) 

แล้ว 

1

j

P
i HH

j

e e  



                                       (2.130) 

จากเทรซของสถานะโคเฮเรนท์ในสมการ (2.127) และคุณสมบัติปิดในสมการ (2.119) สามารถเขียน

ฟังก์ชันแบ่งส่วนในสถานะโคเฮเรนท์ ได้ดังสมการ 
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         

 

 



 





 

 

 




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 

*
0

1

1

P

j

P
i H

j j

j

D e e

 

   
 





                                   (2.131) 

เมื่อผลคูณระหว่างปริพันธ์ทั้งหมดของตัวแปรแกรสมันน์ที่การขยับเวลาแตกต่างกันไปตามเส้นทาง

และฟังก์ชันเดลต้าที่บังคับให้ความสัมพันธ์แบบไม่สมมาตร 0 P    ได้ถูกรวมเข้ากับการวัด

ปริพันธ์ตามวิถ ี

 ในการค านวณค่าขององค์ประกอบเมทริกซ์ของสถานะโคเฮเรนท์ เนื่องจากฮามิลโทเนียน

ตอนนี้อยู่ในรูปทั่วไป ซึ่งสามารถขยายออกเป็นฟังก์ชันเอ็กโพเนนเชียลและใช้ความสัมพันธ์ของค่า

เจาะจงส าหรับตัวด าเนินการสร้างและตัวด าเนินการลบล้างเพ่ื อแทนที่ † ,H H a a     โดย 
*

1,j jH   
    ส าหรับองค์ประกอบเมทริกซ์ จะได้ว่า 

 2

1 11ji H

j j j j j je i H O   
 

                                (2.132) 

 

                        * 2

1 1 11 ,ji H

j j j j j j j je i H O     
 

  
        

 
**

11
, 2j j jj j

i H

je e O
   
  
                                 (2.133) 

จากสมการ (2.132) และ (2.133) สามารถเขียนฟังก์ชันแบ่งส่วนใหม่ ได้ดังสมการ 
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                                 
** *
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,

1

j j jj j j j

P
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j

Z D e e
    

 


    



   

 
1* *

1

1

,

P
j j

j j j j
jj

i i H

D e

 
  

 






 
    
   


                               (2.134) 

เมื่อพิจารณาในกรณีที่ P  และ 0j   สามารถเขียนผลรวมดังกล่าวให้อยู่ในรูปของปริพันธ์

ได้ นอกจากนั้น เพ่ือความสะดวกได้ก าหนดสัญลักษณ์ในการเขียน ดังต่อไปนี้ 

   
1

... ...
P

j
c

j

dz


                                            (2.135) 

 1j j

z

j

z
 



 


                                          (2.136) 

   * *

1, ,j jH H z z   
                                         (2.137) 

เมื่อแทนสมการ (2.135)–(2.137) ลงในสมการ (2.134) สามารถเขียนฟังก์ชันแบ่งส่วนของสถานะโค

เฮเรนท์ส าหรับเฟอร์มิออน ในรูปอย่างง่ายได้เป็น 

   *exp ,Z D iS                                         (2.138) 

เมื่อแอคชัน *,S      มีค่าดังสมการ 

 * *,z
c

S dz i H                                           (2.139) 

2.9 เฟอร์มิออนที่ไม่มีอันตรกริยาต่อกัน 

ในหัวข้อนี้ได้ยกตัวอย่างการประยุกต์ใช้ปริพันธ์ตามวิถีของสถานะโคเฮเรนท์ โดยเริ่มจาก

พิจารณาการค านวณฟังก์ชันแบ่งส่วนส าหรับอนุภาคเฟอร์มิออนที่ไม่มีอันตรกริยาต่อกัน (non–

interacting fermions) เมื่อฮามิลโทเนียนของระบบนี้สามารถเขียนได้ตามสมการ  

† †H a a a a  


                                          (2.140) 
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เมื่อ   หมายถึงเวกเตอร์คลื่น k  และสปิน   ของอนุภาคเสมือน และก าหนดให้        

ในกรณีที่    ฟังก์ชันแบ่งส่วนในสมการ (2.138) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบตามสมการ 

(2.134) ไดเ้ป็น 

                           
 * *

1

1

1

0 1 0...

P

j j j j j

j

i

P PZ d d d e
    

       




    
 

   

 
*SD e                                                                    (2.141) 

เมื่อพิจารณาในกรณีที่จุดเริ่มต้นและจุดสุดท้ายในการค านวณเป็นจุดเดียวกัน กล่าวคือ 0 P   

สามารถเขียนเมทริกซ์ S  ที่ เวลา j  เมื่อก าหนดให้เมทริกซ์ของแอคชันเป็นไปตามเงื่อนไข 

,j j jjS S

       ได้เป็น 

1
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1

1 0 0

0
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0 0 1P
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c











 
 
 
 
 
 
   

                                (2.142) 

เมื่อ 1j jc i

    จากการใช้รูปแบบการค านวณปริพันธ์ของเกาส์ส าหรับเมทริกซ์ ในสมการ 

(2.108) สามารถเขียนฟังก์ชันแบ่งส่วนใหม่ที่ข้ึนกับเมทริกซ์ของแอคชันได้ดังสมการ 

 det detZ S S



                                       (2.143) 

เมื่อค านวณดีเทอร์มิแนนต์ด้วยวิธีการค านวณโดยไมเนอร์ [39] พิจารณาสมาชิกของเมทริกซ์แถวที่ 1 

สามารถเขียนฟังก์ชันแบ่งส่วนได้เป็น 
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                                                       (2.144) 
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เทอร์มอลกรีนฟังก์ชัน (the thermal Green’s function) 

   จากนิยามของเทอร์มอลกรีนฟังก์ชันสามารถเขียนได้ตามสมการ 

     †,G z z a z a z  
                                    (2.145) 

เมื่อ  เป็นคอนทัวร์ออเดอร์โปรดัก (contour–order product) ซึ่งเป็นตัวด าเนินการที่ก าหนดโดย

เวลาที่อยู่ในเส้นทาง C  จากการพิจารณาที่เวลา  ต้องท าการนอร์มอลออเดอร์โปรดัก (normal–

ordered product) แต่ส าหรับเส้นทางในเวลาจินตภาพ  จะเป็นตัวด าเนินการออเดอร์ริ่งกับการ

ลดลงของเวลาในจินตภาพ เช่น เวลา z  และ z  สามารถเขียนให้อยู่ในรูปไม่ต่อเนื่องได้ตามสมการ 

1

k

j

j

z


     และ   
1

k

j

j

z




                                         (2.146) 

จากสมการ (2.145) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบการค านวณปริพันธ์ตามวิถีได้ตามสมการ  

   
**

, ,

1
, S

k kG z z d e
Z

 

      

  
                                 (2.147) 

เนื่องจากแอคชันในสมการ (2.147) มีค่าเฉพาะในแนวทแยงเท่านั้น และใช้คุณสมบัติอนุพันธ์ของ

ซอร์สเทอม (source terms) ที่ขึ้นกับตัวแปร ,k    และ *

,k    และคุณสมบัติในสมการ (2.143) 

สามารถเขียนสมการของกรีนฟังก์ชันไดต้ามสมการ 

 
 

 
* * *

*

2

*

, , 0

,
det

S J J

k k J J

G z z d e
S J J

   


 


    



  


 

                (2.148) 

พิจารณาการค านวณปริพันธ์ของเกาส์ในสมการ (2.108) พบว่า 

 
 

 
* 1

* 0

2
1

*

, ,

,
det J J

J S J

kk
k k

G z z e S
S J J


 

 






 




  



  

 
               (2.149) 

เมื่ออินเวิร์สเมทริกซ์  
1

S   ในสมการ (2.142) เขียนได้ดังสมการ [60] 

 
 

 
1 1

det

T

S S
S

 


                                    (2.150) 
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เมื่อ 

 

1,1 1, 1 1, 1 1,

1,1 1, 1 1, 1 1,P

1,1 1, 1 1, 1 1,P

,1 , j 1 , j 1 ,P

j j P

i i j i j i

ij
i i j i j i

P P P P

s s s s

s s s s
S

s s s s

s s s s



 

     

     

 

                          (2.151) 

และทรานสโพส (transpose) ของเมทริกซ์  
T

S  เขียนได้ดังสมการ 

 

1 1 1 1 1 1

3 4

2 1 2 1 2 1 1 2 1 2

4

2 3 3 1 1 2 3 1 2 3

4

2 2

2 3 4
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P P

j j P P P

j j

P

j P P P
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P

j P P P
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c c c c c c c c c c
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  

  

    

   
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 


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  

    

     

 

 

   



   



  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 

 
 
 
 
 

  

   

  

(2.152) 

เมื่อพิจารณาเทอร์มอลกรีนฟังก์ชันในสมการ (2.149) พบว่า สามารถพิจารณาได้สองกรณี กล่าวคือ

กรณีท่ี k k  และ k k  โดยในกรณีที่ k k  สามารถเขียนได้เป็น 

 
 
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1

,
1 1

1

k
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P

j

j

c
e e
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e e
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

 


 

    


  


   
 

    




   

 





             (2.153) 

และในกรณีท่ี k k  พบว่า 
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                            
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

 

 
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
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 

  



  
 

             (2.154) 

จากสมการ (2.153) และ (2.154) สามารถเขียนเทอร์มอลกรีนฟังก์ชันให้อยู่ในรูปอย่างง่ายส าหรับ

พิจารณาในกรณีเส้นทางในเวลาจินตภาพ โดยก าหนดให้พารามิเตอร์ iz   ได้ดังสมการ [39] 
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

                          (2.155) 

 

2.10 การค านวณปริพันธ์ด้วยวิธีมอนติคาร์โล 

ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงหลักการเบื้องต้นของวิธีควอนตัมมอนติคาร์โล ที่ใช้ค านวณใน
วิทยานิพนธ์นี้ โดยเริ่มจากการค านวณค่าปริพันธ์ในหลายมิติ (multi–dimensional integrals) 
เพ่ือที่จะแสดงให้เห็นถึงความส าคัญของวิธีมอนติคาร์โล (Monte Carlo method) ซึ่งได้กล่าวใน
หัวข้อ 2.10.1 ส่วนในหัวข้อ 2.10.2 ได้น าเสนอแนวความคิดพ้ืนฐานที่ใช้ในการจ าลองแบบมอนติคาร์
โล (Monte Carlo simulation) ซึ่งประกอบไปด้วย การสุ่มตัวอย่างตามความส าคัญ (importance 
sampling) กระบวนการมาร์คอฟ (Markov process) และระเบียบวิธีของเมโทรโปลิส (Metropolis 
algorithm) ตามล าดับ หัวข้อที่ 2.10.3 แสดงวิธีการสุ่มตัวอย่างในเวลาจินตภาพ และสุดท้ายในหัวข้อ
ที่ 2.10.4 ได้แนะน าวิธีการวิเคราะห์เชิงสถิติของข้อมูลที่ได้จากการค านวณค่าปริพันธ์ตามวิถีด้วยวิธี
มอนติคาร์โล 

2.10.1 การค านวณค่าปริพันธ์ในหลายมิติ 

 พิจารณาการค านวณค่าปริพันธ์ในหลายมิติ (multi–dimensional integration) เพ่ือที่จะ
แสดงถึงจุดเด่นของวิธีควอนตัมมอนติคาร์โล โดยพิจารณาการค านวณค่าปริพันธ์ที่มีจ านวนมิติ(หรือ
จ านวนตัวแปร) d  ของฟังก์ชัน  1,..., df x x  ที่ข้ึนอยู่กับตัวแปร 1,..., dx x  ตามสมการ 
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 
1 1

1 1

0 0

... ,...,d dI dx dx f x x                                      (2.156) 

ในการค านวณค่าดังกล่าวมีวิธีการเชิงตัวเลขหลายวิธีที่ใช้ค านวณ ตัวอย่างเช่น สูตรนิวตัน–โคสต์ 
(Newton–Cotes formula) ซึ่งสามารถประมาณค่าปริพันธ์ได้จากสมการทั่วไปดังนี้ [61] 

 
 

 1 1

1 0

1 1
... ... ,...,

1 1
d d

d

n n

j j j jd
j j

I w w f x x O
n n




 
   

   
                  (2.157) 

เมื่อ n  เป็นจ านวนช่วงที่ถูกแบ่งออกภายในช่วง 0 ถึง 1 ของแต่ละตัวแปร jw  เป็นค่าถ่วงน้ าหนัก
ของแต่ละช่วง   เป็นค่าคงที่ของการประมาณในแต่ละแบบ เช่น กฎสี่เหลี่ยมคางหมู 2   และ
พจน์สุดท้ายทางขวามือของสมการ (2.157) แสดงถึงความคลาดเคลื่อน ( ) ในการค านวณ ดังนั้น ใน

กรณีนี้ในแต่ละมิติจะถูกค านวณ  1n   ครั้ง ซึ่งท าให้การค านวณทั้งหมด  1
d

M n   หรือ
ประมาณได้เป็น dM n  หรือสามารถเขียนใหม่ได้เป็น 1 dn M  เมื่อแทนค่าดังกล่าวลงในพจน์
ของความคลาดเคลื่อน พบว่า ความคลาดเคลื่อนของการค านวณค่าปริพันธ์เขียนได้ตามสมการ 

dM                                                 (2.158) 

จากสมการ (2.157) จะเห็นได้ว่า จากสูตรนิวตัน–โคสต์ ความคลาดเคลื่อนของการประมาณค่า
ปริพันธ์ในหลายมิติจะเพ่ิมขึ้นตามจ านวนของมิติ d  ดังนั้น ในกรณีที่ค านวณค่าปริพันธ์ในหลายมิติ 
เช่น การค านวณปริพันธ์ตามเส้นทาง ซึ่งมีจ านวนมิติมาก การประมาณด้วยสูตรนิวตัน–โคสต์จะมี
ความคลาดเคลื่อนสูง จึงไม่เหมาะที่จะมาประยุกต์ใช้ในการค านวณดังกล่าว 

 อย่างไรก็ตาม วิธีควอนตัมมอนติคาร์โลมีความเหมาะสมที่จะน ามาใช้แก้ปัญหาการค านวณค่า
ปริพันธ์ในหลายมิติ เพราะความคลาดเคลื่อนของการค านวณไม่ขึ้นกับจ านวนมิติของการค านวณ
ปริพันธ์ แนวคิดพ้ืนฐานของวิธีมอนติคาร์โลเป็นการประมาณโดยใช้ตัวเลขสุ่ม ( random number) 
มาช่วยในการแก้ปัญหาการค านวณค่าปริพันธ์ เมื่อใช้วิธีมอนติคาร์โล จะสามารถประมาณสมการ 
(2.157) ได้เป็น 

     

 
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
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เมื่อ    1 2, ,..., df x f x x x  และสัญลักษณ์ f

 หมายถึงค่าคาดหมายของฟังก์ชัน  f x  

โดยใช้ฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็น  x  ซึ่งฟังก์ชันดังกล่าวนี้ต้องเป็นไปตามเงื่อนไข 2 ข้อ 
ดังต่อไปนี้ [29] 

1) ความน่าจะเป็นของทุกค่าของ x  ต้องมีค่ามากกว่าหรือเท่ากับศูนย์ 

  0x                                                        (2.160) 
2) ผลรวมของความน่าจะเป็นของทุกค่า x  ที่เป็นไปได้ต้องมีค่าเท่ากับหนึ่ง 

  1dx x





                                                  (2.161) 

จากสมการ (2.159) สัญลักษณ์  ix x  หมายถึง ตัวแปร ix  ที่ถูกเลือกอย่างสุ่มจากฟังก์ชันการ
แจกแจงความน่าจะเป็น  x  ดังนั้น ค่า I  จะสามารถค านวณได้จาก [29] 

 
1

1
lim

M

i
M

i

I f x
M



                                            (2.162) 

เมื่อ M  เป็นจ านวนตัวอย่างที่ใช้ในการค านวณค่าปริพันธ์ 

 อย่างไรก็ตาม ในทางปฏิบัติค่า M  ต้องมีค่าจ ากัด ซึ่งทฤษฎีแนวโน้มเข้าสู่ศูนย์กลาง 
(center limit theorem) [39] ได้กล่าวไว้ว่า ส าหรับการค านวณค่าคาดหมาย f


 จะมีค่าความ

แปรปรวนเท่ากับ 2  เป็นไปตามสมการ 

 22 21
f f

M 
                                          (2.163) 

ดังนั้น สามารถเขียนค่าประมาณของ I  ในสมการ (2.162) ได้เป็น 

 

 
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I f x f f
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



                           (2.164) 

โดยพจน์ที่สองของสมการ (2.164) เรียกว่าส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน ซึ่งถูกใช้เป็นค่าความคลาดเคลื่อน
ในการค านวณค่าปริพันธ์โดยใช้วิธีมอนติคาร์โล โดยมีค่าแปรผันตาม 1 2M   ค่าความคลาดเคลื่อนนี้
ไม่ขึ้นกับจ านวนมิติของการค านวณค่าปริพันธ์ ซึ่งเป็นจุดเด่นส าหรับการค านวณค่าปริพันธ์โดยใช้วิธี
มอนติคาร์โล ยกตัวอย่างเช่น เพ่ือที่จะได้ให้ได้ความคลาดเคลื่อนที่น้อยลงหนึ่งจุดทศนิยม จ านวนของ
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ตัวอย่างจะต้องเพ่ิมขึ้นหนึ่งร้อยเท่า ดังนั้น วิธีมอนติคาร์โลจึงถูกใช้ในการค านวณค่าคาดหมายที่เขียน
อยู่ในรูปแบบปริพันธ์ตามเส้นทาง 

2.10.2 การสุ่มตัวอย่างด้วยวิธีมอนติคาร์โล 

 นอกจากการเพ่ิมจ านวนตัวอย่างจะเป็นการลดค่าความคลาดเคลื่อนของการค านวณแล้ว ยัง
มีวิธีลดความคลาดเคลื่อนของการค านวณด้วยวิธีมอนติคาร์โลอีกวิธีหนึ่งที่เรียกว่า การสุ่มตัวอย่างตาม
ความส าคัญ 

การสุ่มตัวอย่างตามความส าคัญ 

 การสุ่มตัวอย่างตามความส าคัญเป็นยุทธวิธีในการเลือกฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็น 
ให้เกิดประสิทธิภาพในการค านวณสูงสุด เพ่ือที่จะแสดงแนวความคิดพ้ืนฐานของการสุ่มตัวอย่างตาม
ความส าคัญ ให้พิจารณาการค านวณค่า I  ตามสมการ 

 
 

 
 

f x f
I dxf x dx x

x


   
                                (2.165) 

ในกรณีนี้ได้ให้ฟังก์ชันที่ถูกค านวณค่าคาดหมาย    f x x  และฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะ
เป็น  x  ในการค านวณค่าปริพันธ์โดยใช้วิธีมอนติคาร์โลและความคลาดเคลื่อนจากวิธีการดังกล่าว
สามารถเขียนได้เป็น  

 

 
 

1

1

i

M
i

i i
x x

ff xf

M x M






 
 

 
                              (2.166) 

เมื่อส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานหรือความคลาดเคลื่อนสามารถเขียนได้เป็น 

 

 

 

 

1 21 2
2 22

f

f x f xf
I

x x


 

                           

           (2.167) 

เพ่ือที่จะลดความคลาดเคลื่อนในสมการ (2.167) ให้มีค่าเป็นศูนย์ สามารถท าได้โดยการใช้ 
   x f x I    แต่ I  เป็นตัวแปรที่ไม่ทราบค่า เนื่องจากเป็นค าตอบของสมการที่จะค านวณค่า

ปริพันธ์ อย่างไรก็ตาม สมการ (2.167) ได้น าเสนอแนวความคิดพ้ืนฐานในการเลือกฟังก์ชันการแจก
แจงความน่าจะเป็น กล่าวคือ ในทางปฏิบัติควรที่จะเลือกฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็น  x  
ให้คล้ายคลึงกับฟังก์ชัน  f x  มากที่สุด เพ่ือที่จะท าให้ความคลาดเคลื่อนมีค่าน้อยที่สุด 
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กระบวนการมาร์คอฟ 

  ในหัวข้อที่ผ่านมา ได้อธิบายแนวคิดพ้ืนฐานเกี่ยวกับการสุ่มตัวอย่างตามความส าคัญและแสดงให้เห็น
ว่า การค านวณค่าคาดหมายต้องใช้เซตของตัวอย่างสุ่ม ดังนั้นในหัวข้อนี้ จะแสดงวิธีในการสร้างล าดับ
ของตัวอย่างสุ่ม ซึ่งเป็นประชากรของฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็น เพ่ือใช้ในการค านวณใน
สมการ (2.166) เพ่ือความสะดวกในการอธิบาย ให้พิจารณากรณีหนึ่งมิติ ซึ่งวิธีการดังกล่าวสามารถ
น าไปประยุกต์ใช้ในกรณีหลายมิติได้ เมื่อก าหนดฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็น  x  และ
ก าหนดให้ ix  เป็นค่าเริ่มต้น ตัวแปรสุ่มทั้งหมดจะสามารถค านวณได้จากกระบวนการมาร์คอฟ ซึ่ง
กระบวนการดังกล่าวจะสร้างล าดับของตัวอย่าง ได้ดังต่อไปนี้ 

 กระบวนการมาร์คอฟมีคุณสมบัติที่ส าคัญคือ ตัวอย่างในล าดับถัดไป 1ix   จะขึ้นกับเฉพาะ
ตัวอย่างปัจจุบัน ix  เท่านั้น กล่าวคือ เป็นอิสระจาก  1 2, ,...i ix x   ความน่าจะเป็นของการสร้าง
ตัวอย่าง y  โดยการเริ่มต้นที่ตัวอย่าง x  ใด ๆ ถูกเรียกว่า ความน่าจะเป็นของการเปลี่ยนสถานะ 
(transition probability)  T x y  ซึ่งความน่าจะเป็นของการเปลี่ยนสถานะต้องเป็นไปตาม
เงื่อนไขการอนุรักษ์ความน่าจะเป็น (probability conservation condition) 

  1dyT x y                                                 (2.168) 

กระบวนการมาร์คอฟสามารถเริ่มจากการเลือกตัวอย่างสุ่มค่าใด ๆ และท าการสุ่มตัวอย่างล าดับต่อไป
ขึ้นมาพิจารณา ซึ่งถ้ามีการยอมรับตัวอย่าง ตัวอย่างดังกล่าวจะถูกเก็บไว้ในกลุ่มของตัวอย่าง ซึ่งถ้ามี
การด าเนินการตามกระบวนการมากเพียงพอ สุดท้ายจะสามารถสร้างกลุ่มตัวอย่ างที่สอดคล้องกับ
ฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็นซึ่งถูกก าหนดไว้เบื้องต้นได้ นอกจากนี้ ก่อนจะน ากลุ่มตัวอย่างที่
สร้างข้ึนไปหาค่าเฉลี่ยเชิงสถิติของปริมาณใด ๆ ในสมการ (2.166) จะต้องท าการทดสอบว่าตัวอย่างที่
สุ่มขึ้นมาจากกระบวนการมาร์คอฟเป็นไปตามฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็นหรือไม่ โดยทั่วไป
สามารถทดสอบได้หลายวิธี [62] นอกจากนั้น เพ่ือที่จะให้ได้กลุ่มตัวอย่างเป็นไปตามฟังก์ชันการแจก
แจงความน่าจะเป็น ระเบียบวิธีที่ใช้จะต้องมีคุณสมบัติสองข้อคือ เออกอดิกซิตี้ (ergodicity) และ ดี
เทลบาลานซ์ (detailed balance) ดังต่อไปนี้ 

 
 

เออกอดิกซิตี้ 
  เงื่อนไขเออกอดิกซิตี้ได้ก าหนดว่าความน่าจะเป็นของการเปลี่ยนสถานะจากตัวอย่างเริ่มต้น x  ใด ๆ 
ไปยังตัวอย่าง y  ต้องมีจ านวนการเปลี่ยนสถานะตามกระบวนการมาร์คอฟเป็นค่าจ ากัด กล่าวคือ 
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จ านวนครั้งของการเปลี่ยนสถานะจากตัวอย่าง x  ไปยังตัวอย่าง y  จะต้องมีจ านวนครั้งที่จ ากัด 
เพ่ือให้สามารถเข้าถึงสถานะ y  ได้เสมอ ตามสมการ [29] 

  0nT x y                                                (2.169) 
เมื่อ   0nT x y   เป็นความน่าจะเป็นส าหรับการเปลี่ยนสถานะจาก x  ไป y  โดยที่ n  เป็น
จ านวนของกระบวนการมาร์คอฟซึ่งต้องมีค่าจ ากัด  

ดีเทลบาลานซ์ 
  เงื่อนไขของดีเทลบาลาซ์นได้ก าหนดให้ 

       x T x y y T y x                                   (2.170) 
เป็นคุณสมบัติที่ก าหนดว่าโอกาสของการเปลี่ยนแปลงสถานะจากตัวอย่าง x  ไป y  ต้องมีค่าเท่ากับ
โอกาสของการเปลี่ยนสถานะจากตัวอย่าง y  ไป x [29] 

 ในกระบวนการมาร์คอฟ คุณสมบัติเออกอดิกซิตี้และดีเทลบาลาซ์นได้การันตีว่าตัวอย่างใหม่
ที่ถูกสร้างขึ้นจะอยู่ในฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็น  x  ที่ก าหนดไว้ ซึ่งสามารถพิสูจน์ได้
ด้วยเงื่อนไขดีเทลบาลานซ์ดังสมการ 

         dx x T x y y dxT y x y                               (2.171) 

เมื่อใช้กฎอนุรักษ์ความน่าจะเป็นในสมการ (2.168) พบว่าค าตอบของสมการ (2.171) แสดงให้เห็นว่า
ฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็น จะไม่เปลี่ยนแปลงภายใต้กระบวนการมาร์คอฟ นอกจากนี้ล าดับ
ของตัวอย่างของกระบวนการมาร์คอฟที่มีค่าจ ากัด จะถูกเรียกว่า ห่วงโซ่มาร์คอฟ (Markov chain) 
[63] 

ระเบียบวิธีของเมโทรโปลิส 

  ในหัวข้อนี้จะน าเสนอเกี่ยวกับระเบียบวิธีที่ใช้สร้างล าดับของตัวอย่าง ซึ่งระเบียบวิธีที่ได้รับความนิยม
มากที่สุดคือระเบียบวิธีของเมโทรโปลิส (Metropolis algorithm) ถูกเสนอโดย นิคโคลัส เมโทรโปลิส
และคณะ (Nicolas Metropolis et al.) [64] โดยการพิจารณาจากตัวอย่างเริ่มต้น x  ในการเปลี่ยน
สถานะตัวอย่างไปสู่ตัวอย่างใหม่ y  ด้วยความน่าจะเป็นของการเปลี่ยนแปลงสถานะ  T x y  ซ่ึง
การเปลี่ยนแปลงสถานะดังกล่าวสามารถถูกแยกออกเป็นสองส่วน ดังสมการ 

     T x y S x y A x y                                        (2.172) 
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เมื่อ  S x y  เป็นความน่าจะเป็นของการเลือกเปลี่ยนสถานะจาก x  ไป y  และ  A x y  
เป็นความน่าจะเป็นของการยอมรับการเปลี่ยนแปลงสถานะ เมื่อแทนค่า  T x y  ในสมการ 
(2.172) ลงในสมการ (2.170) จะได้ 

 

 

   

   

A x y S y x y

A y x S x y x

  


  
                                         (2.173) 

จากสมการ (2.173) สามารถเขียนสมการโดยย่อของความน่าจะเป็นในการยอมรับตัวอย่าง y  ได้เป็น 

 
   

   
min 1,

S y x y
A x y

S x y x

  
   

  
                                 (2.174) 

ในกรณีสมมาตร (symmetry) กล่าวคือ 

   S x y S y x                                             (2.175) 

สมการ (2.174) สามารถเขียนใหม่ได้เป็น 

 
 

 
min 1,

y
A x y

x

 
   

 
                                       (2.176) 

ซึ่งสามารถแยกออกได้เป็น 2 กรณี ดังต่อไปนี้ 

 

   

 

 
   

1 if

if

y x

A x y y
y x

x

   


  
  



                             (2.177) 

เพ่ือแสดงให้เห็นว่าระเบียบวิธีของเมโทรโปลิสสอดคล้องกับเงื่อนไขดีเทลบาลาซ์น สามารถตรวจสอบ
ได้ โดยแบ่งการพิจารณาออกเป็นสองกรณี ดังต่อไปนี้ 

ในกรณี    y x    จะได้ 

 

                                      
         
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   y T y x                             (2.178) 

ในกรณี    y x    จะได้ 

                                      
         

   

 
 

 

x T x y x S x y A x y

x S y x

T y x
x

A y x

     

  


 



 

   y T y x                             (2.179) 

นอกจากนี้ เงื่อนไขเออกอดิกซิตี้จะเป็นจริงเสมอเมื่อ  y    จากที่กล่าวมาข้างต้นได้แสดงให้เห็น
ว่า ระเบียบวิธีแบบเมโทรโปลิส เป็นไปตามท้ังสองเง่ือนไข 

2.10.3 การสุ่มตัวอย่างของเส้นทางในจินตภาพ 

ตามทฤษฎีกลศาสตร์ควอนตัมของไฟน์แมน (Feynman’s quantum mechanics) [54] 
สามารถเขียนฟังก์ชันแบ่งส่วนของระบบควอนตัม ได้ดังสมการ 

   S
Z D e

 
 

                                              (2.180) 

เมื่อ  S      เป็นแอคชันตามเส้นทางของยุคลิด (Euclidian action) ซึ่งเป็นแอคชันที่อยู่

ในพจน์ของเวลาทางจินตภาพและ D  เป็นผลรวมของทุกเส้นทางปิด กล่าวคือ    0    

จากภาพประกอบ 2.17 แสดงตัวอย่างการแบ่งเส้นทางที่ต่อเนื่องออกเป็นเส้นทางที่ไม่
ต่อเนื่อง โดยช่วงเวลาในจินตภาพ 0  ถึง   ถูกแยกออกเป็นสิบส่วน ( 10N  )  แสดงโดยจุดสีน้ า
เงิน ในขอบเขตที่ N   เส้นทางที่ไม่ต่อเนื่องจะกลายเป็นเส้นทางที่ต่อเนื่อง ซึ่งการสร้างเส้นทาง
ใหม่สามารถท าได้โดยการขยับจุดใด ๆ ที่ต าแหน่ง i  ขึ้นหรือลง นอกจากนี้ ค่าคาดหมายของปริมาณ
ใด ๆ สามารถค านวณได้ตามสมการ 
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ภาพประกอบ 2.17 ตัวอย่างเส้นทางจินตภาพที่ถูกแบ่งออกเป็น 10 ช่วงเท่า ๆ กันในช่วงเวลา     
จินตภาพ  10 0     

   ˆD                                               (2.181) 

เมื่อตัวด าเนินการ  ̂      เขียนอยู่ในรูปของเส้นทางในจินตภาพ โดยที่        นิยามตาม

สมการ 

   1 S
e

Z

 


                                               (2.182) 

โดย        เป็นฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็นของระบบทางควอนตัมและสามารถค านวณ

ค่าคาดหมายด้วยการประมาณโดยใช้วิธีควอนตัมมอนติคาร์โลได้ดังสมการ  

 
 

1

1

j

M

j

jM 
  

                                              (2.183) 

เมื่อ M  เป็นจ านวนของตัวอย่าง ซึ่งสุ่มจากฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็น     ดังนั้น ความ
น่าจะเป็นของการยอมรับ (acceptance probability) สามารถค านวณได้ตามสมการ  

 

 

 

 

2

1

2

1

S

S

S

e
e

e

 



 

 
 

 
                                         (2.184) 
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เมื่อ 1  และ 2  เป็นสัญลักษณ์ของเส้นทางเริ่มต้นและเส้นทางใหม่ที่ถูกสร้างขึ้น จากสมการ (2.184) 
พบว่าในการค านวณความน่าจะเป็นของการยอมรับตัวอย่างใหม่ ไม่จ าเป็นต้องค านวณค่าฟังก์ชันแบ่ง
ส่วน ซึ่ งเป็นข้อดีของระเบียบวิธีของเมโทรโปลิส ที่ต้องการเฉพาะค่าผลต่างของแอคชัน 

   2 1S S S      ดังนั้น จากสมการ (2.176) สามารถเขียนความน่าจะเป็นของการยอมรับใหม่ 
ได้เป็น  

 1 2 min 1, SA e                                           (2.185) 

จากสัญลักษณ์โดยย่อในสมการ (2.185) สามารถน าไปสร้างเส้นทางใหม่ได้ดังต่อไปนี้ 
1) เริ่มจากเส้นทางเริ่มต้น 1  ใด ๆ และท าการสร้างการเปลี่ยนแปลงในตัวอย่างเริ่มต้นเพ่ือที่จะ

ได้เส้นทาง 2  ซึ่งเป็นเส้นทางใหม่เพ่ือน าไปพิจารณา 
2) ค านวณความแตกต่างของแอคชัน    2 1S S S      ตามเส้นทาง 1  และ 2  

ตามล าดับ 
3) ถ้า 0S   เส้นทาง 2  ที่ถูกเสนอจะถูกยอมรับทันที 
4) ถ้า 0S   ให้สร้างตัวเลขสุ่ม r  ที่มีค่าอยู่ระหว่าง  0,1  โดยเส้นทางใหม่ 2  ที่ถูกเสนอ

ขึ้นจะถูกยอมรับเมื่อ  exp S  มีค่ามากกว่าตัวเลขที่สุ่มขึ้นมา แต่ถ้ามีค่าน้อยกว่าให้เริ่ม
ข้อ 1 อีกครั้ง 

เมื่อท าการสุ่มจนได้ตัวอย่างทั้งหมด  1 1, ... ...i M     ที่เป็นไปตามฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะ
เป็นแล้ว สามารถน าตัวอย่างดังกล่าวไปใช้ในการค านวณค่าคาดหมายตามสมการ (2.183) จากที่กล่าว
มาข้างต้น สามารถสรุปได้ว่า วิธีควอนตัมมอนติคาร์โลสามารถน าไปใช้ในการค านวณค่าคาดหมาย 
โดยที่ความคลาดเคลื่อนของการค านวณไม่ขึ้นอยู่กับจ านวนของมิติหรือตัวแปรของการค านวณค่า
ปริพันธ์ 

2.10.4 การวิเคราะห์เชิงสถิติของข้อมูลมอนติคาร์โล 

ในหัวข้อนี้จะสรุปเกี่ยวกับการค านวณความคลาดเคลื่อนของข้อมูลจากวิธีมอนติคาร์โล 

กล่าวคือ ในการค านวณค่าคาดหมายด้วยวิธีการมอนติคาร์โลจะมีค่าความคลาดเคลื่อนเชิงสถิติเกิดขึ้น

เสมอ ซึ่งสามารถค านวณได้ดังรายละเอียดต่อไปนี้ ตัวอย่างของการกระจายตัวของกลุ่มตัวอย่าง ix  ที่

ได้จากกระบวนการมาร์คอฟที่ได้กล่าวถึงในหัวข้อก่อนหน้านี้ที่เป็นข้อมูลที่ไม่มีสหสัมพันธ์ต่อกัน 

(uncorrelated data) โดยวิธีการดังกล่าวนี้จะถูกน าไปใช้ในการค านวณความคลาดเคลื่อนของ

ค่าเฉลี่ย ที่ได้จากการค านวณด้วยวิธีควอนตัมมอนติคาร์โล พิจารณาค่าคาดหมาย f  สามารถถูก

ประมาณไดต้ามสมการ 
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 

 
1 1

1 1

i

N N

i i

i i
x x

f f x f
N N


 


                                 (2.186) 

จากทฤษฎีลู่เข้าสู่ศูนย์กลาง (central limit theorem).ค่าความแปรปรวนสามารถค านวณได้ตาม

สมการ 

 
   

1 2
22 2 2

1

21 1

1 1

N

f i

i

f f f f
N N N

 


   
 
              (2.187) 

เมื่อ 2 2

1

N

i

i

f f N


 
  
 
  ในกรณีที่ข้อมูล ix  ที่น ามาค านวณตามค่าเฉลี่ยในสมการ (2.186) 

สามารถประมาณค่าความคลาดเคลื่อน    ซึ่งสามารประมาณได้จากส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

กล่าวคือ    เป็นไปตามสมการ 

Equation Chapter 3 Section 1 
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บทที่ 3 

วิธีด าเนินการวิจัย  

 ในบทนี้ได้แสดงวิธีการค านวณแอคชันยังผลของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบ
อนุกรม โดยในหัวข้อ 3.1 ได้เขียนฮามิลโทเนียนส าหรับการบรรยายระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อ
แบบอนุกรม หัวข้อ 3.2 ได้แสดงการเขียนฟังก์ชันแบ่งส่วนในรูปแบบปริพันธ์ของฟังก์ชันนอล หัวข้อ 
3.3 และ 3.4 แสดงวิธีการค านวณแอคชันของคูลอมบ์ (Coulomb action) และแอคชันของการทะลุ
ผ่าน (tunneling action) ด้วยวิธีการค านวณปริพันธ์ตามวิถี หัวข้อ 3.5 แสดงวิธีการเปลี่ยนตัวแปร
ของแอคชันยังผลเพ่ือให้เหมาะส าหรับการค านวณด้วยวิธีมอนติคาร์โล 

3.1 ฮามิลโทเนียนของระบบ 

จากแบบจ าลองของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรมในภาพประกอบ 1.5 
สามารถแสดงฮามิลโทเนียนของระบบได้ดังสมการ [65] 

B T CH H H H                                            (3.1) 

พจน์ของ BH  ในสมการ (3.1) แสดงถึงพลังงานจลน์ของอิเล็กตรอนในระบบ เขียนได้ดังสมการ 

† †

B Jk Jk Jk Ik Ik Ik

Jk Ik

H c c d d     
 

                                  (3.2) 

เมื่อ Jk  เป็นพลังงานของอิเล็กตรอนที่มีเลขคลื่น k  อยู่ในช่องของการทะลุผ่าน (channel)   
ของขั้วไฟฟ้า J  เมื่อ  ,J S D  และ †

Jkc   และ Jkc   เป็นตัวด าเนินการสร้างและตัวด าเนินการ
ลบล้างของอิเล็กตรอนที่อยู่ในขั้วไฟฟ้า J  ตามล าดับ ในท านองเดียวกัน Ik  เป็นพลังงานของ
อิเล็กตรอนที่มีเลขคลื่น k  ในช่องของการทะลุผ่าน   ของเกาะโลหะ I  เมื่อ  1,2,...,I N  
และ †

Ikd   และ Ikd   เป็นตัวด านินการสร้างและตัวด าเนินการลบล้างของอิเล็กตรอนที่อยู่ในเกาะ
โลหะ 

 พจน์ของ TH  ในสมการ (3.1) บรรยายพลังงานที่ใช้ในการทะลุผ่านของอิเล็กตรอนจากขั้ว
ซอร์สไปยังขั้วเดรนโดยผ่านรอยต่อการทะลุผ่านในระบบ จากในภาพประกอบ 1.5 สามารถเขียนได้ดัง
สมการ 
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 11 † † †

1 1 1 1

2

. .I I N

N
i ii

T Skq k Sq II kq Ik I q DNkq Dk Nq

kq I

H t e d c t e d d t e d c H c
  

        


  

 



 
    

 
    

(3.3) 

เมื่อ 1Skqt   1II kqt   และ DNkqt   เป็นสัมประสิทธิ์การทะลุผ่านของรอยต่อการทะลุผ่านซึ่งเขียนแทน
ด้วยสัญลักษณ์ 1S  1II   และ DN  ตามล าดับ ตัวอย่างเช่น 1Skqt   เป็นสัมประสิทธิ์การทะลุผ่าน
ส าหรับอิเล็กตรอนที่อยู่ในขั้วซอร์สซึ่งมีสถานะเริ่มต้น q  ที่ทะลุผ่านไปยังเกาะโลหะล าดับที่ 1 โดย
มีสถานะสุดท้ายเป็น k  นอกจากนั้น ตัวด าเนินการเฟสคอนจูเกต (phase conjugate) I  เป็น
ตัวด าเนินการที่สอดคล้องกับตัวด าเนินการของจ านวนอิเล็กตรอน In  ที่แสดงถึงอิเล็กตรอนส่วนเกิน
ในเกาะโลหะล าดับที่ I  กล่าวคือ  ,I In i   โดยมีตัวด าเนินการที่แสดงถึงการเปลี่ยนแปลงของ
อิเล็กตรอน (charge shift operator) Iie   ที่แสดงถึงการเพ่ิมขึ้น(หรือลดลง)ของอิเล็กตรอนหนึ่งตัว
ในเกาะโลหะล าดับที่ I  ในการค านวณนี้ก าหนดให้ 0S D    และ 1  

 พจน์ CH  ในสมการ (3.1) แสดงถึงพลังงานการเพ่ิมประจุที่ใช้ในการเพ่ิมอิเล็กตรอนให้เข้า
ไปยังเกาะโลหะ สามารถเขียนได้ดังสมการ 

 1 2, ,...,C CN NH E n n n                                        (3.4) 

เมื่อพลังงานการเพ่ิมประจุในสมการ (3.4) สามารถนิยามได้ตามสมการ 

      
2

1 2 0 0 0

1

, ,..., 2
N N

CN N II I I II I I I I

I I I

E n n n E n n E n n n n  

 

            (3.5) 

เมื่อ In  เป็นอิเล็กตรอนส่วนเกินที่อยู่ในเกาะโลหะ I และ 2 เกิดจากการเขียนสัญลักษณ์อย่างง่าย

ของผลรวมในกรณีที่ I I   และ I I   มีค่าเท่ากัน ส่วนตัวแปร 0In (หรือ 0In  ) เป็นประจุ

เหนี่ยวน าเนื่องจากขั้วเกตที่ต่อกับเกาะโลหะ โดยจ านวนประจุของเกาะโลหะที่เหนี่ยวน าจากขั้วเกต

สามารถเขียนได้เป็น 0 I gI gIen C V  ยกตัวอย่างเช่น ในกรณีที่ความต่างศักย์ไฟฟ้าระหว่างขั้วซอร์ส

และ เดรนไม่ เป็นศูนย์  ส ามารถ เ ขี ยนจ านวนประจุ เหนี่ ยวน าของ เกาะโลหะที่  1  เป็น 

1 1 1S S g g m men C V C V C V    และเกาะโลหะที่ 2 เป็น 2 2 2m m g g D Den C V C V C V    โดยในที่นี้

จะใช้ตัวแปร 0In  แสดงถึงแรงดันไฟฟ้าที่ให้จากขั้วเกต สัมประสิทธิ์ IIE   เป็นสมาชิกของเมทริกซ์ 

CN
E  ซึ่งสามารถเขียนเมทริกซ์ได้เป็น 
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11 12 1
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

 
 
  
 
 
 

E C                                 (3.6) 

เมื่อ 1

N


C  เป็นอินเวิร์สเมทริกซ์ของ 

N
C  ที่สามารถแสดงได้ตามสมการ 

11 12 1

21 22 2

1 2

N

N

N

N N NN

C C C

C C C

C C C

 
 
 
 
 
 

C                                          (3.7) 

สมาชิกของเมทริกซ์ IIC   สามารถเขียนตามเงื่อนไขดังนี้ 

, 1

,

0, 1

I

II I

C I I

C C I I

I I



 

  


 
  

                                        (3.8) 

เมื่อ IC  เป็นค่าความจุไฟฟ้ารวมของตัวเก็บประจุที่ เชื่อมกับเกาะโลหะล าดับที่ I  ตัวอย่างเช่น 

ระบบ 2 เกาะโลหะในภาพประกอบ 2.14 สามารถเขียนผลรวมของความจุไฟฟ้าที่ต่อกับเกาะโลหะที่ 

1 และ 2 ได้เป็น 1 1S g MC C C C     และ 2 2M g DC C C C     ตามล าดับ จากเงื่อนไขใน

สมการ (3.8) พบว่า II I IC C   

3.2 ฟังก์ชันแบ่งส่วนในรูปของฟังก์ชันนอล 

 ในหัวข้อนี้มีวัตถุประสงค์ที่จะเขียนฟังก์ชันแบ่งส่วนของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อ

แบบอนุกรมให้อยู่ในรูปแบบของฟังก์ชันนอล โดยเริ่มจากนิยามของฟังก์ชันแบ่งส่วนของแกรนคาโนนิ

คอล (grand–canonical partition function) 

 HZ tr e                                               (3.9) 

เมื่อฮามิลโทเนียนของระบบเป็นไปตามสมการ (3.2)–(3.4) และปริภูมิฮิลเบิร์ตเป็นผลที่ได้จากการ

ขยายปริภูมิโดยใช้สถานะ n  หรือสถานะของเฟส   และปริภูมิของฟอกซ์ของอนุภาคเสมือน 

(quasi particle) เพ่ือที่จะหาผลรวมของเทรซของอนุภาคเสมือนที่เป็นไปได้ทั้งหมด โดยใช้ตัวแปร  
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แกรสมันน์ ζ Jk  และ Ik  โดยมีตัวด าเนินการ Jkc   และตัวด าเนินการ Ikd   ที่สอดคล้องกัน

ตามล าดับ ตามล าดับ เพ่ือความสะดวกในการอธิบาย ก าหนดให้จ านวนของแกรสมันน์ส าหรับสถานะ

ของอิเล็กตรอนที่อยู่ในขั้วไฟฟ้าและในเกาะโลหะทั้งหมดเขียนแทนด้วยเวกเตอร์  ζ ζ ,ζ
T

Sk Dk   

และ  1 2, ,...,
T

k k Nk       ตามล าดับ เพ่ือที่จะค านวณเทรซของอนุภาคที่อยู่ในเกาะโลหะ

ทั้งหมด ในวิทยานิพนธ์นี้ได้แสดงฟังก์ชันแบ่งส่วนให้อยู่ในนัยนิยมของเฟส  1 2, ,...,
T

N     ซึ่ง

สามารถเขียนฟังชันแบ่งส่วนในสมการ (3.9) ใหม่ได้เป็น 

     
* *ζ ζζ , ζ, , ζ,HZ D D D e e                              (3.10) 

เมื่อ   แสดงสถานะของเฟส I  เมื่อ  1,2,...,I N  นอกจากนั้น สัญลักษณ์ ζ  และ   

แสดงถึงสถานะโคเฮเรนท์ของเฟอร์มิออน ζ Jk  เมื่อ  ,J S D  และ Ik  ตามล าดับ 

สัญลักษณ์ปริพันธ์โดยย่อส าหรับตัวแปรของแกรสมันน์ทั้งหมดที่เกี่ยวข้องกับสถานะที่อยู่ในขั้วไฟฟ้า

และเกาะโลหะในสมการ (3.10) นิยามได้เป็น 

  *ζ ζ ζJk Jk
Jk

D d d 


                                   (3.11) 

  *

Ik Ik
Ik

D d d 


                                      (3.12) 

ตามล าดับ ปริพันธ์ของตัวแปรเฟส I  ที่มีคาบ 2  นิยามตามสมการ 

 
2

1

2
I

I

D d  


 
  
 

                                 (3.13) 

นอกจากนั้น ได้ก าหนดให้สัญลักษณ์ 

* *ζ ζ ζ ζJk Jk

Jk

 


                                     (3.14) 

* *

Jk Jk

Jk

 


                                        (3.15) 

จากฟังก์ชันแบ่งส่วนในสมการ (3.10) เมื่อแทรกคุณสมบัติปิดตามสมการ [66] 

     
* *ζ ζ1 ζ , ζ, , ζ,D D D e                               (3.16) 
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พิจารณากรณีท่ีแบ่งเวลาออกเป็นช่วง สามารถค านวณการแผ่กระจายในช่วงเวลาสั้นๆ ได้ตามสมการ 

 1
1 1 1 1 1 1, ζ , , ζ , ζ , ζ ,j j B T j CH H H H

j j j j j j j j j j j je e e


       
      

        

(3.17) 

เ มื่ อ        1 2, ,...,
T

j j j N j         แ ล ะ        1 1 1 2 1 1, ,...,
T

j j j N j           

โดยที่สัญลักษณ์ ζ j  และ j  เป็นตัวแปรแกรสมันน์ที่เวลา j  ในที่นี้  T jH   เป็นฮามิลโทเนียน

ของการทะลุผ่านในสมการ (3.3) ที่ขึ้นอยู่กับตัวด าเนินการของตัวแปรเฟส I  โดยเขียนแทนด้วย 

 I j   จากสมการ (3.17) ที่แสดงการแผ่กระจายในช่วงเวลาสั้นๆ ของฟังก์ชันแบ่งส่วน ท าให้

สามารถแบ่งการพิจารณาออกจากกัน โดยสามารถเขียนฟังชันแบ่งส่วนใหม่ได้ดังสมการ 

   
2 2

ˆ ˆ

, ,0 , ,0 1 1 0

1 0 0

j C j C

N
H H

I P I I P I P P TB

I

Z d d e e Z

 

         
 





 
   

 
      

(3.18) 

เมื่อ P  เป็นเลขทรอตเทอร์และ  BTZ   เป็นฟังก์ชันแบ่งส่วนที่อยู่ในรูปแบบของตัวแปรแกรสมันน์

ซึ่งจะแสดงรายละเอียดการค านวณในหัวข้อ 3.4 

3.3 แอคชันของคูลอมบ์ 

จากสมการ (3.17) เมื่อแทรกคุณสมบัติปิด [66] 

2

0

1
n

d n n



  


                                      (3.19) 

ลงไปในพจน์ที่สองทางขวามือของสมการ (3.17) พบว่า 

      
 1

ˆ

1

, ,

1, 1 , 1 1, 1 , 1

j C

j CN N

H

j j

E n n

j N j N j N N j

n

e

n n e n n

 

   







 
 

 

   1 , . 1

1

, ,1

2

N

j CN N I I j I j

I

E n n i n

N
n

e
 







  
                                     (3.20) 

เมื่อก าหนดให้ทุกค่าของ n  และ 
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1 2 3n n n n

  

  

                                           (3.21) 

และ    
1 2

, ,2 expI I j I I jn in  


  พิจารณาผลรวมของฟังก์ชันของเลขจ านวนเต็ม ที่สามารถ

เขียนให้อยู่ในรูปของปริพันธ์ได้ โดยการใช้คุณสมบัติผลรวมของปัวซองตามสมการ [66] 

   2 ikn

n k

f n dne f n

 


  

                                    (3.22) 

สมการ (3.20) สามารถเขียนใหม่ได้เป็น 

 
 

 

 

 

,

0

1

1 , , 1 ,
ˆ

1
1

1 2

1
exp

22

exp , ,...,

I j

j C

N
I I

NN
k I I j I j I j

H

j j

j N CN

N

n n
dn dn i

k

e n

n n n

n

  

 

 

   





    
   

    
 

    
   
    

      

  

E

 

(3.23) 

เมื่อก าหนดให้  0I I In n n  และก าหนดให้ 

, , 1 .2I j I j I j

I

j

k  


 
 


                                   (3.24) 

เพ่ือความสะดวกในการค านวณสามารถเขียนสมการ (3.23) ให้อยู่ในรูปของเมทริกซ์ได้เป็น 
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 
 

 

 

 

,

1

1

1

0

1

.ˆ

1

11 12 1

21 22 2

1 2

1
exp

2

exp , ,...,

T

I j

j C

T

N

j I I

IN

NN N
k I

j I I

I

Const
H

j j

N

N

j N

N

i n

dn dn i

i n

e

E E E

E E E
n n n

E










 

  


  









  
    
  
   

  
   

  
  



 



  


Jn

n

1

1 2

CN

N

N NN

n

n
E E

 
 
 
 
 
 
 
  
 

 
 

   
    
    
         
   
 

   
n

E

 

(3.25) 

จากการค านวณปริพันธ์ที่ในรูปของเมทริกซ์ สามารถใช้สมการการค านวณปริพันธ์ของเกาส์ซึ่งอยู่ใน

รูปของเมทริกซ์ดังสมการ [66] 

 
 

11 1
1 21 2 2

2
det

2

n

n

dx dx
e e

  



 
 




x Ax x J J A J

A                             (3.26) 

เมื่อก าหนด  เป็นค่าคงที่ ท าให้สามารถจัดรูปปริพันธ์ของเกาส์ใหม่ได้เป็น 

   
2

1 2 1

1 exp det exp
4

N

T T T

N CN CN CNdn dn
 





 



                  
 n E n n J E J E J     

(3.27) 

โดย  1 2, ,...,
T

Nn n n n n  และ  1 2, ,..., ,
T

N     J  สมการ (3.25) สามารถค านวณได้

เป็น 

      
,

ˆ 1

1 exp
4

j C

I j

H j T T

j j j j CN j j g j

k

e i n    


 





 
         

 
 E     (3.28) 

โดยที่  01 0,...,
T

g Nn n n  และ 

 
 

2

1 21
det

2

N

j CNN

j





 
    

E                        (3.29) 
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พจน์ j  เป็นค่าคงที่ของการนอมอลไลซ์ (normalize) เพ่ือความสะดวกในการเขียนแอคชันของคู

ลอมบ์ ก าหนดให้  

, ,

1

n

I n I j

j

k k


                                               (3.30) 

โดย 1,2,3,...,n P  ซึ่งจะท าให้ 

   , , , 1 , 1

,

2 2I j I j I j I j

I j

k k

j

   


 
   

 


                          (3.31) 

และจากการก าหนดให้ 

, , ,2I j I j I jk                                                (3.32) 

จากนิยามของสมการ (3.30) และ (3.32) พบว่า 

   , , , 1 , 1 1

, ,

2 2I j I j I j I j j j

I j I j

j

k k

j

     
 

  
     

    
 

                 (3.33) 

ดังนั้น สมการ (3.17) สามารถเขียนใหม่ได้เป็น 

 
  

 

, ,1

,1 , , ,1

2 1 2 1 2

, ,1 ,0 , ,0 ,

,..., 2 2 0

1
1

1

2

1
exp

4

I P I

I I P I P I

k k

I P I I I P I I P
N

k k k k

BT
PI

T T

j j CN j g j

j

d d d k

Z Z

in

  

 

      



  

  


    






  
        
   

   
    

           
     

   


 E

(3.34) 

โดยที่ 

     1, 1, 1 2, 2, 1 , , 1
, ,...,

T

j j j j N j N j

j

j j j

     


  
        

   
   
 

                (3.35) 
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เมื่อพจน์นอมอลไลซ์ในสมการ (3.34) มีค่า 
1

P

j

j

  พิจารณาในลิมิตที่ P  หรือ 

0j   ผลรวมของทุกช่วงเวลาสามารถแทนด้วยผลของการหาค่าปริพันธ์ดังสมการ เพ่ือความ

สะดวกในวิทยานิพนธ์นี้ได้ละเครื่องหมายไพรม ์  '  ซึ่งจะไม่ส่งผลต่อการค านวณปริพันธ์ ดังนั้น 

     

 

 

 

 

 
1 1

1

0 2 0 2

1

0 0

N N

C

N

k k

S

N BT

k

Z D D e Z

   

 

 

    

 
   



                  (3.36) 

เมื่อก าหนดให้ nk  ใดๆ เป็นจ านวนเต็มและ 

1 2 Nk k kk

  

  

                                    (3.37) 

โดยที่ 

   
 

 

 

 

 
  

1 1

1

, ,1

, ,1

0 2 0 2

1

0 0

2 1 2 1 2

, ,1 ,0 , ,0 ,

1 2 2 0

2

N N

N

I P I

I P I

k k

N

k k
N

I P I I I P I I P

I k k

D D

d d d k

   

 

  

 

   

      

 

 



      

  

 

   

   

(3.38) 

แอคชันของคูลอมบ์ของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดท่ีต่อแบบอนุกรม สามารถนิยามได้ตามสมการ 

   1

0

1

4

T T

C CN gS d i n



      
       

 
 E                          (3.39) 

เมื่อ       1 ,...,
T

j j N j       ได้จากการพิจารณาลิมิตความต่อเนื่องของ j  ส าหรับ 

0j   และ 1 22CN N e E C  เพ่ือความสะดวก ได้นิยาม N  ดังสมการ 

1

24 2

CN N
N

e



 
E C                                               (3.40) 

โดยเมทริกซ์ N  สามารถเขียนได้โดยตรงจากเมทริกซ์ NC  ซึ่งคูณอยู่กับค่าคงที่ 21 2e  ดังนั้น 

สมการ (3.39) สามารถเขียนใหม่ได้เป็น 
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 
0

1

4

T T

C N gS d i n



     
 

      
 

                               (3.41) 

เมื่อแอคชันในสมการ (3.41) นี้ถูกเรียกว่า แอคชันของคูลอมบ์ของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อ

แบบอนุกรม 

3.4 แอคชันของการทะลุผ่าน 

จากหัวข้อที่ผ่านมาได้แสดงการค านวณฟังก์ชันแบ่งส่วนในสมการ (3.17) ในส่วนที่เกี่ยวข้อง

กับพลังงานการเพ่ิมประจุ ในหัวข้อนี้จะค านวณในส่วนของ  
TB

Z   ซึ่งเกี่ยวข้องกับการค านวณ

ปริพันธ์ที่อยู่ภายใต้ตัวแปรของแกรสมันน์ โดยจะพิจารณาช่วงของเวลาในจินตภาพ j  เช่นเดียวกับ

ในหัวข้อที่ผ่านมา พบว่า ตัวแผ่กระจายคลื่นในช่วงเวลาสั้นๆ ในสมการ 

 1
1 1 1 1 1

1

, ζ , , ζ , ζ , ζ ,
j B T jj

j C

H HH

j j j j j j j j j j

H

j j

e e

e


     

 

     
    









            (3.42) 

เริ่มด้วยจากตัวแผ่กระจายคลื่นในช่วงเวลาสั้นๆ ของเฟอร์มิออนดังสมการ 

 1
1 1ζ , ζ ,

j B T jH H

j j j je


 
   
 

                                  (3.43) 

เมื่อ j  หมายถึงการพิจารณาระบบในช่วงเวลาสั้นๆ และพลังงานที่เกี่ยวข้องกับพลังงานจลน์ของ

อิเล็กตรอน BH และพลังงานที่เกี่ยวข้องกับการทะลุผ่าน TH  สามารถเขียนได้ดังสมการ (3.44) และ 

(3.45) 

* *

, , 1

, , 1 ,

ζ ζ
N

B j j Jk Jk Jk Ik Ik Ik

J S D k I k

H      
 

   

 

                         (3.44) 

 
 , 1 1, 11, 1

, 1

* *

1 1 , , 1 1 , 1 , 1

2, , 1 1

, , *

, , 1

ζ

ζ H.c.

I j I jj

N j

N
ii

Skq k j Sq j II kq Ik j I q j

IT j j j

k q i

DNkq Dk j Nq j

t e t e
H

t e

 

     

 

  

  




  



 

   

 





 
 

  
   


  

(3.45) 

เมื่อ J  หมายถึงขั้วซอร์สและเดรน และ I  หมายถึงล าดับของเกาะโลหะในระบบ พิจารณาการ

เปลี่ยนแปลงในช่วงเวลาสั้นๆ พบว่า 
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    1

1 1 1 1 , , 1 , , 1ζ , ζ , ζ , ζ , exp 1
j B T jH H

j j j j j j j j j B j j T j j je H H


    
   
 

     
    
   

(3.46) 

จากสมการ (3.46) เมื่อใช้คุณสมบัติของเอ็กซ์โพเนนเชียล  * *exp ζ ζj j j j      พร้อมกับแทรก

คุณสมบัติปิดในสมการ (3.16) พิจารณา  * *

1 1 1 1ζ , ζ , exp ζ ζj j j j j j j j            สามารถ

เขียนผลการค านวณในแต่ละช่วงเวลา j  ได้ตามสมการ 

 1 1* *

, , 1 , , 1 1

ζ ζ
exp ζ

j j j j

j j j B j j T j j j

j j

H H
 

 
 

  

    
       

     

           (3.47) 

เมื่อพิจารณากรณีที่มีความต่อเนื่อง แฟคเตอร์ดังกล่าวและการค านวณปริพันธ์ของจ านวนของแกรส

มันน์ ζ j  และ j จะถูกรวมเข้ากับการค านวณปริพันธ์ตามวิถี กล่าวคือ 

 
ζ, ,

ζ
BTS

BTZ D D e
 

   
                                        (3.48) 

เมื่อ 

lead islζ,θ,φ ζ θ ζ,θ,φBT TS S S S              
                           (3.49) 

เมื่อแอคชันของอิเล็กตรอนที่ในขั้วไฟฟ้า เกาะโลหะ และพจน์ของการทะลุผ่านสามารถเขียนได้ตาม

สมการ (3.50)–(3.52) ตามล าดับ 

      *

lead

0

Jk Jk Jk

Jk

S d



   


                                          (3.50) 

    *

isl

0

θ Iq Iq Iq

Iq

S d



   


                                               (3.51) 

           11 * *

1 1 1 1

10

ζ,θ,φ I I

N
ii

T Skq k Sq II kq Ik I q

kq I kq

S d t e t e


 

     
 

     

 




    


   

* H.c.Ni

DNkq Dk Nq

kq

t e


  


 


  


                                         (3.52) 
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เมื่อ  1j j jx x     ส าหรับตัวแปรใดๆ เพ่ือความสะดวก ในที่นี้ได้เขียนแอคชันให้อยู่ในรูป

อย่างง่าย ตามนิยาม 

  *

lead

,

J J J

J S D

S g  


                                                    (3.53) 

*

isl

1

θ
N

I I I

I

S G 


                                                           (3.54) 

* * * * * *

1 1 1 1

2

ζ,θ,φ H.c.
N

T S S I II I Dk DN Nq

I

S        



                (3.55) 

โดยก าหนดให้ 

 

1

1

1 1

1 1
I I

N

i

S Skq

i

II II kq

i

DN DNkq

t e

t e

t e





 











 

 



 

 

 

                                       (3.56) 

และ *  ใดๆ เป็นสังยุคเชิงซ้อน (complex conjugate) ของ   ในสมการ (3.56) น าผลที่ได้จาก

สมการ (3.48) แทนลงในฟังก์ชันแบ่งส่วนของระบบดังสมการ 

            
 

 

 
 

 

 

 1 1 2 2

1 2

0 2 0 2 0 2

1 2

0 0 0

ζ, ,
N N

N

k k k

N

k

Z D D D

     

  

       

  

                    

ζ, ,
ζ

S
D D e

 
  

                                                        (3.57) 

เมื่อ 

 ζ, , ζ, ,C BTS S S           
                            (3.58) 

โดยเวกเตอร์  ζ ..., ζ ,...
T

J Jk  และ  ..., ,...
T

I Ik   จากสมการ (3.49)–(3.52) สามารถ

เขียนแอคชันที่เกี่ยวข้องกับพลังงานจลน์และการทะลุผ่านได้ดังสมการ 
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                 *

lead isl 1 1
0

ζ, , ζ ζBT S SS S S d


                    

    * *

1 1

2

ζ H.c.
N

I II I D DN N

I

     



                      (3.59) 

3.3.1 การค านวณปริพันธ์ส าหรับตัวแปรแกรสมันน์ (Integration over Grassmann fields) 

พิจารณากรีนฟังก์ชัน (Green’s function) ของอิเล็กตรอนที่อยู่ในขั้วไฟฟ้าสามารถก าหนด

โดย 

     ,Jk Jkg                                         (3.60) 

และคุณสมบัติ 

   0, ,Jk Jkg g                                      (3.61) 

เมื่อ   แสดงถึงศักย์เคมีของขั้วไฟฟ้า J  ส าหรับ  ,J S D  ในท านองเดียวกัน ส าหรับกรีน

ฟังก์ชันของอิเล็กตรอนที่อยู่ในเกาะโลหะ พบว่า 

     ,Iq IqG                                       (3.62) 

และ 

   0, ,Iq IqG G                                     (3.63) 

เมื่อ   แสดงถึงศักย์เคมีของเกาะโลหะ I  ส าหรับ  1,2,...,I N  และผลเฉลยของสมการเชิง

อนุพันธ์ไม่เอกพันธ์ (inhomogeneous differential equation) ในสมการ (3.62) โดยมีเงื่อนไข

ขอบเขตเป็นไปตามสมการ (3.63) เขียนได้ดังสมการ 

 

 

 

 

 

exp
;

1 exp
,

exp
;

1 exp

Iq

Iq

Iq

Iq

Iq

G











  
 


 

  
 



     
 

  
      

 

            (3.64) 

ในท านองเดียวกันส าหรับ  ,Jkg      สามารถเขียนผลเฉลยได้เป็น 
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 

 

 

 

 

exp
;

1 exp
,

exp
;

1 exp

Jk

Jk

Jk

Jk

Jk

g











  
 


 

  
 



     
 

  
        

            (3.65) 

แอคชันในสมการ (3.58) เป็นสมการก าลังสองในพีชคณิตของแกรสมันน์ ซึ่งตัวแปร ζ  และ   

สามารถเขียนให้อยู่ในรูปอย่างง่ายในสมการ (3.59) ดังนั้น การค านวณปริพันธ์ตามวิถีดังกล่าวจะอยู่

ในรูปแบบของการค านวณปริพันธ์ของเกาส์เซียนและสามารถหาค าตอบแบบแม่นตรงได้ โดยจะเริ่ม

ด้วยการค านวณปริพันธ์ส าหรับเฟอร์มิออนที่อยู่ในขั้วซอร์สและเดรน จากสมการ (3.57) ท าการ

ค านวณปริพันธ์เฉพาะที่ข้ึนกับ S  โดยใช้คุณสมบัติในสมการ (2.108) พบว่า 

                              

       

 

     

 

* 1 * * *
1 1 1 1

* 1 * * *
1 1 1 1

* *
1 1 1 1

* *
1 1 1 1

ζ ζ ζ ζ,

ζ ζ ζ ζ

1

1

ζ ζ

ζ

det

det

S S S S S S ST

S S S S S S S

S S S

S S S

gS

S S

g

S

g

S

g

S

D e D e

D e

g e

g e

 

 

 

 

 







     

    

  

 









 

  

* *
1 1 1 1S S Sg

SZ e
  

                                     (3.66) 

เมื่อ  1det S Sg Z  ต่อจากนั้น ค านวณปริพันธ์ที่พิจารณาตัวแปร 1  และใช้คุณสมบัติของดีเทอร์

มิแนนต์ 

 det det detAB A B  .                                 (3.67) 

พบว่า 

                     

       

 

 

 

  

* 1 * * * * *
1 1 1 2 21 1 1 21 2 1 1 1 1

* 1 * * *
1 1 1 2 21 1 1 21 2

* *
2 21 1 21 2

* *
2 21 1 21 2

* *
2 21 1 21 2

,

1 1

1

1

1

1 *

1 1 1

1 *

1 1 1 1

det

det

det 1

S S ST
G gS

G

G

G

S S S

G

S S S

D e D e

D e

G e

G g e

G G g e

       

     

 

 

 

   

 





        

    

 

 

 







  

   

 


 

 
* *
2 21 1 21 2*

1 1 1 1det 1
G

S S SZ G g e  
                     (3.68) 



 

 

  84 

เมื่อ 1 1 *

1 1 1 1S S SG G g     และ  1

1 1det G Z   ต่อไปค านวณปริพันธ์เมื่อพิจารณาตัวแปร 2   

                        

       

 

 

* 1 * * * * *
2 2 2 3 32 2 2 32 3 2 21 1 21 2

* 1 * * *
2 2 2 3 32 2 2 32 3

* *
3 32 2 32 3

,

2 2

2

1

2det

T
G GS

G

G

D e D e

D e

G e

       

     

 

   

 





        

    

 







 

  

 
* *
3 32 2 32 3*

2 2 21 1 21det 1
G

Z G G e
  

                   (3.69) 

เมื่อ 1 1 *

2 2 21 1 21G G G     และ  1

2 2det G Z   ในท านองเดียวกันเมื่อท าการค านวณปริพันธ์

เมื่อพิจารณาตัวแปร  3 4, ,..., N     และ D  พบว่า 

             
     

     

* *
3 32 2 32 3

* *
1 1 1 1

, *

3 3 3 32 2 32

, *

1 1 1

det 1

det 1

T

T N NN N NN N

S G

S G

N N N NN N NN

D e Z G G e

D e Z G G e

  

  

 

     

   

   

  

   

   




 

     , *det 1TS

D D D DN N DND e Z g G


 
 

                                    (3.70) 

เมื่อ 1 1 *

1 1 1N N NN N NNG G G 

      และ  1det N NG Z   จากผลการค านวณปริพันธ์ข้างต้น

สามารถเขียนฟังก์ชันแบ่งส่วนใหม่ได้ดังสมการ 

                               

 

 

 

*

1 1 1 1

*

2 3 32 1 32

*

1 1 1

ζ, , det 1

det 1

det 1

BT S S S S

N N NN N NN

Z Z Z G g

Z G G

Z G G

 

  

      

   

   

 

 *det 1D D DN N DNZ g G                          (3.71) 

จากผลการค านวณข้างต้น ในการค านวณหาค่าของ NG  ใดๆ ให้เริ่มจากพิจารณาการค านวณค่า 1G  

จากนิยาม 

                                        
1 1 *

1 1 1 1

1 1 *

1 1 1 1 1( )

S S S

S S S

G G g

G G G g

 

 

  

   
 

1 *

1 1 1 1(1 )S S SG G g                                       (3.72) 

ซึ่งได้จากการคูณเอกลักษณ์เมทริกซ์  1

1 1G G I   เข้าไปในสมการ (3.72) จากนั้นใช้คุณสมบัติอิน

เวิร์สเมทริกซ์ตามสมการ 
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1 1 1( )AB B A                                                 (3.73) 

จากคุณสมบัติข้างต้น พบว่า สมการ (3.72) สามารถเขียนใหม่ได้เป็น 

* 1

1 1 1 1 1(1 )S S SG G g G                                           (3.74) 

พิจารณาคุณสมบัติของฟังก์ชัน 

0

1

1

n

n

x
x








                                                (3.75) 

เมื่อ 1 1x    และในกรณีของเกาะโลหะ พบว่า 1M


  มีค่ามากๆ ท าให้สามารถละทิ้งพจน์

ที่เลขยกก าลัง 2n  ไปได้ ซึ่งการประมาณนี้ถูกเรียกว่า การประมาณเมื่อจ านวน M  มีค่ามาก 

(large channel number approximation) [67], [68] โดยรายละเอียดจะแสดงอีกครั้งในล าดับ

ถัดไป ดังนั้น สามารถเขียนสมการ (3.74) ใหมไ่ด้เป็น 

                                       
 

* 1

1 1 1 1 1

*

1 1 1 1

0

(1 )S S S

n

S S S

n

G G g G

G g G







   

  
 

 *

1 1 1 11 S S SG g G                                         (3.76) 

โดยที่ เมื่อ 2n   ก าหนดให้ 

 * 0
n

II II                                               (3.77) 

จากนั้น พิจารณาการค านวณค่าของ 2G จากนิยาม 

                                      
1 1 *

2 2 21 1 21

1 1 *

2 2 2 21 1 21( )

G G G

G G G G

 

 

  

   
 

1 *

2 2 21 1 21(1 )G G G                                         (3.78) 

แล้วใช้คุณสมบัติอินเวิร์สเมทริกซ์ พบว่า 

* 1

2 2 21 1 21 2(1 )G G G G                                             (3.79) 

จากสมการ (3.79) แทนค่า 1G  ในสมการ (3.76) พบว่า 
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                        * * 1

2 2 21 1 1 1 1 21 2

* * * 1

2 21 1 21 2 21 1 1 1 1 21 2

(1 1 )

(1 )

S S S

S S S

G G G g G G

G G G G g G G





      

        
 

* 1

2 21 1 21 2(1 )G G G                                                        (3.80) 

ในท านองเดียวกันท าการค านวณหาค่า NG  เมื่อ  3,4,..., nN   พบว่า 

* 1

1 1 1(1 )N N NN N NN NG G G G

                                     (3.81) 

จากการค านวณข้างต้นสามารถเขียนฟังก์ชันแบ่งส่วนในสมการ (3.71) ใหม่ ได้ดังสมการ 

                * *

lead isl 1 1 1ζ, , det 1 det 1BT S S S D DN N DNZ Z Z G g g G          
 

 *

1 1 1

2

det 1
N

I II I II

I

G G  



                                         (3.82) 

จากคุณสมบัติของเอกซ์โพเนนเชียล 

 ln
det

tr A
A e                                               (3.83) 

สามารถเขียนสมการ (3.82) ได้ใหม่ ดังสมการ 

        *
* * 1 1 1

1 1 1
2

ln 1
ln 1 ln 1

lead islζ, ,

N

I II I II
S S S D DN N DN

I

tr G G
tr G g tr g G

BTZ Z Z e e e 
  



  
      

       (3.84) 

ดังนั้น ฟังก์ชันแบ่งส่วนของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรมในสมการ (3.84) สามารถ

ลดรูปได้เป็น 

 eff

lead islζ, ,
S

Z Z Z D e


  
                                      (3.85) 

เมื่อ effS  หมายถึงแอคชันยังผลของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดท่ีต่อกันแบบอนุกรม โดย 

     eff ,C TS S S                                              (3.86) 

เมื่อแอคชันของคูลอมบ์เป็นไปตามสมการ (3.41) และแอคชันของการทะลุผ่านเขียนได้ดังสมการ 
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                       * *

1 1 1, ln 1 ln 1T S S S D DN N DNS tr G g tr g G            

  *

1 1 1

2

ln 1
N

I II I II

I

tr G G  



                                        (3.87) 

เพ่ือค านวณค่า  ,TS    ในสมการ (3.87) ให้พิจารณาคุณสมบัติของลอกกาลิทึม 

 
1

1

ln 1
n

n

x
x

n






                                            (3.88) 

โดยเริ่มจากพจน์ที่ 1 ในสมการ (3.87) ใช้คุณสมบัติของลอกกาลิทึมในสมการ (3.88) พบว่า 

               
1

* *

1 1 1 1 1 1ln 1 ln 1S S S S S Str G g tr G g


         

 
2

**
1 1 11 1 1 ...

1 2

S S SS S S
G gG g

tr

    
   

  

          (3.89) 

จากคุณสมบัติในสมการ (3.77) ท าให้สามารถประมาณลอกกาลิทึมได้เป็น 

 
1

ln 1 x x


                                                                     (3.90) 

ท าให้สามารถเขียนสมการ (3.89) ใหม่ได้เป็น 

    * *

1 1 1 1 1 1ln 1 S S S S S Str G g tr G g                                  (3.91) 

จากการประมาณในท านองเดียวกัน สมการ (3.87) ท าให้สามารถเขียนสมการใหม่ได้เป็น 

               * * *

1 1 1 1 1 1

2

,
N

T S S S D DN N DN I II I II

I

S tr G g tr g G tr G G   



           

 * * *

1 1 1 1 1 1

2

N

S S S D DN N DN I II I II

I

tr G g g G G G  



 
         

 
           (3.92) 

โดยใช้คุณสมบัติ 

     tr A B tr A tr B                                         (3.93) 
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ก าหนดให้ 

 

 

 

1

1

1 1

1 1

S

I I

N D

i

S S

i

II II

i

DN DN

t e

t e

t e

 

 

 



 

 

 



 

 

 

                                         (3.94) 

แทนค่าตัวแปรที่อยู่ในพจน์ที่ 1 ในสมการ (3.92) 

           

   

 

   

       1 1

* * *

1 1 1 1 1 1

0 0

1 1

* *

1 1 1 1 1

0 0

*

1 1 1

0 0

,

,

, ,

, ,S S

S S S kk jj S S

jkq j k q

S kk jj S S

S S S S S

jkq

i i

S S S

jkq

tr G g tr d d G t

g t

d d G t g t

d d G e t g e t

 


 



 



 
   



       

     

       

     

  

   

  

  


    




 



  

  

  

  

  

 

   
2

1 1

0 0

, ,S S

jkq

d d t G g

 



                                   (3.95) 

เมื่อ 

                                                
 

 

1

1

1

1

S

I I

i

S

i

II

e

e

 

 



 










 

 N Di

DN e
 


 

                                            (3.96) 

ก าหนดให้ 

     
2

1 1 1, , ,S S S

kq

t G g


                                       (3.97) 

จากการนิยามในท านองเดียวกัน สามารถเขียนสมการ (3.92) ใหม่ได้ดังสมการ 

       1 1

20 0

, , ,
N

T S DN II

I

S d d

 

           



 
      
 

                 (3.98) 
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เมื่อ 

                               
2

, , ,DN DN N D

jkq

t G g


          

     
2

1 1, , ,II DN I I

jkq

t G G


       
                                (3.99) 

เมื่อแทนค่ากรีนฟังก์ชันในสมการ (3.60)–(3.65) ลงในสมการ (3.97)–(3.99) พบว่า 

                 

 
 

 
 

2
2 1

1 1

2 2

2
2

2 2

,

sin

,

sin

S

S S

DN

DN DN

t N

t N


   


  




   


  



 
 
   
  

  
  

 
 
   
  

  
  

 

 
 

2
2 1

1 1

2 2 2

,

sin

N
I I

II S

I

t N


   


  








  
  
    
   

   
   

                 (3.100) 

ค่าสัมประสิทธิ์สามารถเขียนให้อยู่ในพจน์ของความน าของการทะลุผ่านที่ไม่มีหน่วยของรอยต่อ j  

ใดๆ เป็นไปตามนิยาม 

2
2

2

2
4j j jg G t N

e


                                (3.101) 

โดยที่ 1  พบว่า 

 
 

 
2

2
2 24
sin

jj

jj jj

g
g


    

 
  





 

 
 
      
  

  
  

                (3.102) 

จากนิยามในสมการ (3.101) สามารถอธิบายการประมาณที่จ านวน M  มีค่ามากได้อีกลักษณะหนึ่ง

ว่า เมื่อพิจารณาที่ 1n   พบว่า jg  แปรผันตรงกับ 2

jM t  ท าให้เมื่อ 2n   แล้ว 4

jM t  จะแปร
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ผันตรงกับ 2g M  ดังนั้น พจน์ที่ 2n   จึงสามารถละทิ้งได้เมื่อ M  มีค่ามากๆ ซึ่งเป็นจริงเสมอใน

กรณีของเกาะโลหะและเม่ือเลขยกก าลัง 2n   นั่นเอง 

 ดังนั้น แอคชันของการทะลุผ่านของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อกันแบบอนุกรม 

เป็นไปตามสมการ 

    * * *

1 1 1 1 1 1

20 0

N

T S S S II II II DN DN DN

I

S d d g g g

 

             



 
      

 
         (3.103) 

เมื่อแทนค่า jj   และ *

jj   ในสมการ (3.96) ลงในพจน์ที่ 1 ทางซ้ายมือของสมการ (3.103) พบว่า 

                                                     1 1*

1 1 1 1
S Si i

S S S Sg g e e
       

 
   

  

    1 1

1

i

Sg e
    

                                (3.104) 

เมื่อพิจารณาสมการ (3.104) จากสูตรของออยเลอร์ (Euler’s formula) พบว่า 

               1 1*

1 1 1 1

i

S S S Sg g e
   

 


  

          1 1 1 1 1cos sinSg i                              (3.105) 

เมื่อแทนสมการ (3.105) เข้าไปในสมการ (3.103) แล้วท าการค านวณปริพันธ์ พบว่า 

            

      

1 1 1 1 1

0 0

1 1 1

0 0

cos sin

cos

S

S

d d g i

d d g

 

 

            

        

      

    

 

 

    

(3.106) 

ส่วนของพจน์จินตภาพในสมการมีค่าเท่ากับศูนย์ เนื่องจากคุณสมบัติของฟังก์ชันคี่ จากการค านวณใน

ท านองดังกล่าว สามารถเขียนแอคชันของการทะลุผ่านยังผลได้ดังสมการ 
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             

          

1 1 1

0 0

1 1 1

2

cos cos

cos cos

T S DN N N

n

II I I I I

I

S d d g g

g

 

             

         



        

    

 



     

(3.107) 

จากที่กล่าวมาข้างต้นสามารถสรุปได้ว่า แอคชันยังผลของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบ

อนุกรม เป็นไปตามสมการ 

 

           

          

eff

0

1 1 1

0 0

1 1 1

2

1
n

4

cos cos

cos cos

T T

N g

S DN N N

n

II I I I I

I

S d i

d d g g

g



 

    

            

         



 
   

 

       

    



 



   

(3.108) 

จากผลการค านวณพบว่า ฟังก์ชันแบ่งส่วนที่แสดงในปริพันธ์ตามวิถีไม่อยู่ในรูปแบบการค านวณ

ปริพันธ์ของเกาส์ ท าให้ไม่สามารถหาค าตอบแบบแม่นตรงได้ อย่างไรก็ตาม เมื่อทุกเส้นทางท่ีเป็นไปได้

ที่ถูกเขียนอยู่ในเส้นทางในเวลาจินตภาพนั้น ท าให้สามารถเขียนความน่าจะเป็นของกลศาสตร์

ควอนตัมให้เป็นเมทริกซ์ของความหนาแน่นเชิงสถิติควอนตัม [39] ซึ่งท าให้สามารถใช้วิธีควอนตัม

มอนติคาร์โลในการค านวณปริมาณดังกล่าวได้ ซึ่งจะได้กล่าวในหัวข้อต่อไป 

3.5. การเปลี่ยนตัวแปรส าหรับกับวิธีมอนติคาร์โล 

3.5.1 พลังงานที่ไม่มีหน่วย  

เพ่ือความสะดวกในการค านวณด้วยวิธีเชิงตัวเลข เช่น การค านวณด้วยวิธีควอนตัมมอนติคาร์โล 

ในที่นี้ได้เปลี่ยนค่าพารามิเตอร์ที่เกี่ยวข้องกับพลังงานทั้งหมดให้อยู่ในรูปของปริมาณที่ไม่มีหน่วย  

กล่าวคือ เขียนให้อยู่ในรูปของอัตราส่วนของพลังงานการเพ่ิมประจุที่ อุณหภูมิสูงต่อพลังงานจลน์ 

 Bk T  ซึ่งจะเรียกว่า พลังงานการเพ่ิมประจุเฉลี่ย (mean charging energy) ส าหรับระบบเกาะ

โลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรม สามารถเขียนพลังงานการเพ่ิมประจุเฉลี่ย ได้ตามสมการ [9] 
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1 1
0

21 1

N
S DNII

C

IS II DN

E EE
E 

 

 
   

 
g

g g g
                              (3.109) 

เมื่อความน าไฟฟ้ารวมของระบบที่อุณหภูมิสูง 0g  สามารถนิยามได้ดังสมการ 

1 1 1 1

0 1 1

2

N

S II DN

I

   





 g g g +g                                   (3.110) 

จากสมการ (3.109) พบว่า พลังงานการเพ่ิมประจุเฉลี่ยเป็นผลรวมของพลังงานการเพ่ิมประจุแต่ละ

รอยต่อ ซึ่งเขียนแทนด้วย 1SE  1IIE   และ DNE  โดยถูกถ่วงน้ าหนักด้วยค่าความน าไฟฟ้าของรอยต่อ

นั้นๆ ดังนั้น แอคชันของคูลอมบ์ของระบบในสมการ (3.41) เขียนใหม่ได้เป็น 

 
0

1

4

CE

T T

C N gS d i n



     
 

      
 

                                     (3.111) 

และแอคชันของการทะลุผ่านในสมการ (3.107) เขียนใหม่ได้เป็น 

       

       

   

1

0 0

1 1 1

2

cos

cos

cos

C CE E

T S L L

N

II I I I I

I

DN N N

S d d

 

         

       

   

  




        



      


    



 



g

g

g

    (3.112) 

เมื่อเมทริกซ์ของพลังนานการเพ่ิมประจุ N  ในสมการ (3.111) เขียนได้ตามสมการ (3.40) และเคอร์

เนลของการทะลุผ่านในสมการ (3.112) สามารถนิยามได้ดังสมการ 

   
 

1

2 24 sinC

C

E
E

  
   





  
    

   

                        (3.113) 

โดยทั่วไปแล้วสามารถเลือกพลังงานเฉลี่ยที่ใช้อ้างอิงได้อย่างอิสระ แต่อย่างไรก็ตาม ในวิทยานิพนธ์

เล่มนี้ ได้เลือกพลังงานการเพ่ิมประจุเฉลี่ย โดยอ้างอิงตามแนวคิดในเอกสารอ้างอิง [9] 
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3.5.2 ตัวเลขไวน์ดิง 

จากฟังก์ชันแบ่งส่วนในสมการ (3.57) ที่ถูกเขียนอยู่ในผลรวมของเส้นทางที่เป็นไปได้ทั้งหมด ที่

มีขอบเขตของการค านวณปริพันธ์ที่แตกต่างกัน เพ่ือความสะดวกในการค านวณเชิงตัวเลข ในที่นี้ได้

เปลี่ยนตัวแปร ตามสมการ 

   ζ
II I k                                          (3.114) 

เมื่อ  2
Ik I Ck E    และก าหนดให้ขอบเขตของการค านวณปริพันธ์  

   ζ 0 ζI I CE                                         (3.115) 

จากการแปลงข้างต้น สามารถเขียนฟังก์ชันแบ่งส่วนใหม่ ได้ตามสมการ 

 
 

 

 
 

 1

eff

1

ζ ζ
ζ,

isl lead 1

ζ 0 ζ 0

ζ, ζ ζ
C N C

N

E E
S k

N

k

Z k Z Z D D e

 
                       (3.116) 

เมื่อ         1 2ζ ζ ,ζ ,..., ζ
T

N     และค่าตัวเลขไวน์ดิง  1 2, ,...,
T

Nk k k k  จากวิธีการ

แปลงข้างต้นสามารถเขียนแอคชันยังผลในสมการ (3.108) ให้อยู่ในรูปแบบที่เหมาะสมกับการค านวณ

ด้วยวิธีการควอนตัมมอนติคาร์โล ตามสมการ 

eff ζ, ζ, ζ,C TS k S k S k           
                            (3.117) 

โดยแอคชันของคูลอมบ์ในสมการ (3.117) เขียนได้เป็น 

 

 ζ2

ζ 0

4
ζ, ζ ζ

CE

T T

C N N

C

S k k k d
E







                          (3.118) 

และแอคชันของการทะลุผ่านในสมการ (3.117) เขียนใหม่ได้เป็น 
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 

 

 

 

     

          

1

1

ζ ζ

1 1 1 1

ζ 0 ζ 0

1 1 1

2

ζ, cos ζ ζ

cos ζ ζ ζ ζ '

C C

I I

E E

T S k

N

II I I I I k k

I

S k d d k

 

       

       
  




            



        
 

 



g

g

 

   cos ζ ζ
NDN N N k Nk  


     


g                                   (3.119) 

เพ่ือตรวจสอบและแสดงตัวอย่างการประยุกต์ใช้ของแอคชันยังผลในสมการ (3.117)–(3.119) ในบทที่ 

4 ได้แสดงการค านวณจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของระบบเกาะโลหะที่ต่อแบบอนุกรมและการ

ประยุกต์ใช้ตลอดจนผลของการค านวณ 
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บทที่ 4 

การน าไปประยุกต์ใช้และผลการค านวณ 

 ในบทนี้จะกล่าวถึงผลการค านวณที่ได้จากการน าแอคชันยังผลที่ค านวณได้ในบทที่ 3 มา

ประยุกต์ใช้ในการอธิบายปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ที่เกิดขึ้นในอุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยว โดย

เริ่มจากการประยุกต์ใช้ค านวณจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบ

อนุกรม ในหัวข้อ 4.1 จากนั้นในหัวข้อ 4.2 แอคชันยังผลถูกลดรูปส าหรับระบบ 2 เกาะโลหะ เพ่ือ

ค านวณจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยวเพ่ือเปรียบเทียบกับผลการทดลองของลิมบัท

และคณะ [34] ในหัวข้อ 4.3 แสดงวิธีการค านวณจุดดีเจนเนอเรซีของระบบ 2 เกาะโลหะ เพ่ือแสดง

จุดที่เกิดการส่งผ่านอิเล็กตรอนได้มากที่สุด และสุดท้ายในหัวข้อ 4.4 ได้แสดงวิธีการสร้างแผนภาพ

เสถียรของระบบ 4 เกาะโลหะจากแอคชันของคูลอมบ์ 

4.1 จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรม 

 ในหัวข้อนี้ได้แสดงผลการค านวณจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่

ต่อแบบอนุกรม ซึ่งปริมาณดังกล่าวสามารถน าไปประยุกต์ใช้ในการอธิบายปรากฏการณ์การส่งผ่าน

อิเล็กตรอนในระบบ โดยการน าไปค านวณปริมาณทางฟิสิกส์ เช่น พลังงานการเพ่ิมประจุยังผล [69] 

ความจุไฟฟ้ายังผล [70] ตลอดจนการน าไปสร้างแผนภาพเสถียร ซึ่งเป็นเครื่องมือที่ส าคัญที่ใช้ใน

การศึกษาอุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยว พิจารณาจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบเกาะโลหะจ านวน

จ ากัดที่ต่อแบบอนุกรม สามารถนิยามได้ตามสมการ [71] 

1

N

T I

I

n n


                                           (4.1) 

โดยที่ In  เป็นจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในเกาะโลหะ I  สามารถแบ่งการค านวณออกได้เป็น 3 กรณี 

ในกรณีเกาะโลหะล าดับที ่1 กล่าวคือ 1I   พบว่า 

 1 01 1 2 1 12

2 i
n n C k C k

e






                               (4.2) 

กรณีที่เกาะโลหะอยู่กึ่งกลางระหว่างเกาะแรกและเกาะสุดท้าย  2,3,..., 1I N   สามารถเขียน

จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยได้เป็น 
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 0 1 1 12

2
I I I I I I I I

i
n n C k C k C k

e




                              (4.3) 

และกรณีเกาะโลหะทีสุ่ดท้าย กล่าวคือ I N  พบว่า 

 0 1 12

2
N N N N N N

i
n n C k C k

e




                            (4.4) 

เมื่อค่าคาดหมายของเลขไวน์ดิงในสมการ (4.2)–(4.4) นิยามตามสมการ 

eff

eff

ζ,

ζ ,

ζ

ζ

S k

I

k
I

S k

k

D k e

k

D e


   




   



 
 



 
 

 

 

                                   (4.5) 

เมื่อแอคชันยังผล 
eff ζ,S k 
 

 ในสมการ (4.5) เป็นไปตามสมการ (3.117)–(3.119) จากสมการ (4.5) 

พบว่า ค่าคาดหมายของตัวเลขไวน์ดิงไม่สามารถค านวณด้วยวิธีเชิงวิเคราะห์ (analytic method) ได้

โดยตรง เนื่องจากแอคชันยังผลของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรม ไม่อยู่ในรูปแบบ

การค านวณปริพันธ์ของเกาส์ อย่างไรก็ตาม สมการดังกล่าวสามารถค านวณได้ด้วยวิธีควอนตัมมอนติ

คาร์โลซึ่งรายละเอียดได้กล่าวไว้ในหัวข้อ 2.10 เพ่ือแสดงตัวอย่างการประยุกต์ใช้แอคชันยังผลของ

ระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรมในสมการ (3.117)–(3.119) และการค านวณจ านวน

อิเล็กตรอนเฉลี่ยในระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรม ในหัวข้อต่อไปจะได้แสดงผลการ

ค านวณจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของระบบที่ประกอบด้วย 2 เกาะโลหะ 

4.2 จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของระบบสองเกาะโลหะ 

 เพ่ือแสดงการประยุกต์ใช้แอคชันยังผลของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรมใน

การค านวณจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ย ในหัวข้อนี้ได้พิจารณาระบบที่ประกอบด้วยสองเกาะโลหะหรือ

โดยทั่วไปว่าถูกเรียกว่า ปั้มอิเล็กตรอนเดี่ยว สามารถแสดงแบบจ าลองได้ดังภาพประกอบ 4.1 
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ภาพประกอบ 4.1 แบบจ าลองระบบ 2 เกาะโลหะซึ่งประกอบไปด้วยรอยต่อการทะลุผ่าน 3 รอย
รอยต่อ และรอยต่อของตัวเก็บประจุระหว่างเกาะโลหะที่ 1 และ 2 ที่ต่อกับขั้วไฟฟ้าเกต g1V  และ 

g2V  โดยมีค่าความจุ g1C  g1C  g2C  และ  ตามล าดับ ซึ่งแบบจ าลองดังกล่าวนี้สอดคล้องกับ
ตัวอย่างที่ 2 (sample 2) ในเอกสารอ้างอิง [32] 

จากนิยามจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในสมการที่ (4.1) สามารถเขียนจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของ

ระบบสองเกาะโลหะ ได้ดังสมการ  

1 2Tn n n                                         (4.6) 

โดยที่ 1n  และ 2n  เป็นจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของเกาะโลหะล าดับที่ 1 และ 2 ตามล าดับ จาก

สมการแสดงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในรูปทั่วไปในสมการที่ (4.2)–(4.5) สามารถลดรูปส าหรับระบบ

สองเกาะโลหะได้ดังสมการ 

 1 01 2 1 12

2
m

i
n n C k C k

e






                               (4.7)

 2 02 1 2 22

2
m

i
n n C k C k

e






                              (4.8) 

เมื่อค่าคาดหมายของตัวเลขไวน์ดิงในระบบสองเกาะโลหะ สามารถเขียนได้ตามสมการ 

g2C



 

 

  98 

eff

1 2

eff

1 2

ζ,

ζ ,

ζ

ζ

S k

I

k k

I
S k

k k

D k e

k

D e

 
   

 

 
   

 

 
 



 
 

  

  

                                 (4.9) 

โดยแอคชันยังผลส าหรับระบบสองเกาะโลหะ สามารถเขียนได้เป็น 

ζ, ζ, ζ,eff C TS k S k S k           
                             (4.10) 

เมื่อแอคชันของคูลอมบ์ในสมการ (4.10) เขียนได้เป็น 

2

2 2

0

4
ζ, ζ ζ

CE

T T

C

C

S k k k d
E







                             (4.11) 

เมื่อเวกเตอร์       1 2ζ ζ , ζ
T

          เวกเตอร์ของตัวเลขไวน์ดิง  1 2,
T

k k k  และ 
2

2 2 2eC  โดยที่ 2C  ได้จากการลดรูปของสมการ (3.7) ให้กลายเป็นเมทริกซ์ของความจุไฟฟ้า

ส าหรับระบบ 2 เกาะโลหะ กล่าวคือ 

1

2

2

m

m

C C

C C





 
  

 
C                                            (4.12) 

เมื่อ 1 1 2S g g mC C C C C
     และ 2 2 1m g g DC C C C C

     แอคชันของการทะลุผ่าน

ส าหรับระบบสองเกาะโลหะในสมการ (4.10) เขียนได้เป็น 

     

          
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1 2
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ζ, cos ζ ζ

cos ζ ζ ζ ζ '

C CE E

T S k

k k

S k d d k

 

       

       


            



        
 

  g

g

 

   
22 2 2 2cos ζ ζD k k  


     


g                                      (4.13) 

เมื่อ 1Sg  21g  และ 2Dg  เป็นความน าไฟฟ้าแบบไม่มีหน่วยของรอยต่อระหว่างเกาะโลหะที่ 1 กับ

ขั้วไฟฟ้าซอร์ส เกาะโลหะที่ 2 กับเกาะโลหะที่ 1 ขั้วไฟฟ้าเดรนกับเกาะโลหะที่ 2 ตามล าดับ 

 จากผลการทดลองของลิมบัทและคณะ [34] ที่ได้รายงานผลการทดลองในปี 2005 โดยจาก

การทดลองได้แสดงพารามิเตอร์ที่สามารถน ามาค านวณจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยได้ นอกจากนั้น 
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พารามิเตอร์ความน าไฟฟ้าของระบบในการทดลองนี้มีค่าสูง กล่าวคือ 1g  ซึ่งอยู่นอกเหนือจาก

ขอบเขตของทฤษฎีการรบกวน [32] ที่จะน ามาใช้อธิบายปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ เพ่ือให้

สามารถน าผลการค านวณไปเปรียบเทียบกับผลการทดลองของลิมบัทและคณะ วิทยานิพนธ์นี้ได้ใช้

พารามิเตอร์จากการทดลองจากระบบของลิมบัทและคณะ ดังแสดงในตาราง 4.1 

ตาราง 4.1 พารามิเตอร์ของปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยวตัวอย่างที่ 2 [32] 

พารามิเตอร์ 
SC  1C  DC  g1C  g2C  g1C  g2C  

Sg  1g  Dg  0G  

ขนาดของ 

พารามิเตอร์ 

181 

 aF

 

173 

 aF

 

236 

 aF

 

50.5 

 aF

 

18.0 

 aF

 

21.5 

 aF

 

58.6 

 aF

 

0.52 

– 

1.32 

– 

0.83 

– 

10.0 

 S

 

 

โดยค่า g1C  และ g2C  เป็นตัวเก็บประจุที่ต่อคร่อมระหว่างขั้วไฟฟ้าเกต 2 กับเกาะโลหะที่ 1 และ

ขั้วไฟฟ้าเกต 1 กับเกาะโลหะที่ 2 ตามล าดับ ค่าความจุไฟฟ้าดังกล่าวถูกเรียกว่า สเตรย์คาปาซิแตนซ์

(stray capacitance) รายละเอียดในการค านวณจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยโดยใช้วิธีการควอนตัมมอนติ

คาร์โล [46] จะไม่ได้ถูกกล่าวถึงในที่นี้  แต่ ในวิทยานิพนธ์นี้ ได้แสดงผลการค านวณในกรณีที่  

21.3CE  โดยผลการค านวณแสดงได้ดังภาพประกอบ 4.2 

 จากภาพประกอบ 4.2 (ก) และ (ข) พบว่า จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของเกาะโลหะที่ 1 และ 2 

เพ่ิมขึ้นเป็นแบบขั้นบันได เมื่อแรงดันไฟฟ้าของขั้วเกตที่ต่อกับเกาะโลหะที่ 1 และ 2 ซึ่งแทนด้วยตัว

แปร 01n  และ 02n  มีค่าเพ่ิมขึ้น โดยจ านวนอิเล็กตรอนจะมีการเปลี่ยนแปลงโดยเพ่ิมขึ้นบริเวณที่ 

01n  มีค่าใกล้เคียง 0.5 1.5 และ 2.5 ตามล าดับ 
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ภาพประกอบ 4.2 จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของเกาะโลหะที่ 1 และ 2 ในระบบสองเกาะโลหะแสดงใน
ภาพ (ก) และ (ข) ตามล าดับ โดยพิจารณาท่ี และใช้ค่าพารามิเตอร์ในตารางที่ 4.1 

 เมื่อพิจารณาภาพฉายของผลรวมจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยทั้งสองเกาะโลหะในระนาบของ 

01n  และ 02n  ในภาพประกอบ 4.2 (ก) และ (ข) พบว่า จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยที่เพ่ิมขึ้นมีลักษณะ

คล้ายกับกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยว เนื่องจากระบบข้างต้นก าหนดให้ความต่างศักย์ไฟฟ้าระหว่างขั้วไฟฟ้า

21.3CE 
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ซอร์สและเดรนเท่ากับศูนย์ จึงกล่าวได้ว่า ในกรณีนี้ปั้มอิเล็กตรอนเดี่ยวแสดงพฤติกรรมเป็นกล่อง

อิเล็กตรอนเดี่ยวสองกล่องท่ีไม่ได้เชื่อมต่อกัน 

 

ภาพประกอบ 4.3 จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบสองเกาะโลหะที่ถูกแสดงในกราฟ 3 มิติ บน
ระนาบ  และ  โดยพิจารณาท่ี  

 พิจารณาจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบสองเกาะโลหะ ดังแสดงดังภาพประกอบ 4.3 

จากความสัมพันธ์ระหว่างจ านวนอิเล็กตรอนรวมของระบบบนระนาบของ 01n  และ 02n  เมื่อ

ก าหนดให้มีการเปลี่ยนแปลงอยู่ในช่วง 0–3 ในภาพประกอบ 4.3 พบว่า จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของ

ระบบเพ่ิมขึ้นแบบไม่ต่อเนื่อง โดยบริเวณขอบเขตที่มีเฉดสีเดียวกันเป็นบริเวณที่จ านวนอิเล็กตรอน

เฉลี่ยรวมของระบบมีค่าเท่ากัน เมื่อท าการฉายภาพดังกล่าวลงบนระนาบของ 01n  และ 02n  สามารถ

แสดงรายละเอียดได้ดังภาพประกอบ 4.4 

 

01n 02n 21.3CE 
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ภาพประกอบ 4.4 ภาพฉายของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบสองเกาะโลหะบนระนาบ  
และ  โดยคู่อันดับ  แสดงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในเกาะโลหะที่ 1 และ 2 เส้นปะแสดง
ขอบเขตของแผนภาพเสถียรที่สร้างด้วยวิธีมาตรฐาน (standard method) [50] ที่  

 จากภาพฉายของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบสองเกาะโลหะ บริเวณที่ความเข้ม

ของเฉดสีเดียวกันคือบริเวณที่มีจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบคงที่ แสดงด้วยผลรวมของคู่

อันดับ  1 2,n n  ภาพฉายดังกล่าวนี้มีลักษณะคล้ายคลึงกับแผนภาพเสถียรของปั้มอิเล็กตรอนเดี่ยว 

เพ่ือตรวจสอบภาพฉายที่เกิดขึ้นว่าสอดคล้องกับแผนภาพเสถียรหรือไม่ ในวิทยานิพนธ์นี้ได้ค านวณ

แผนภาพเสถียรแบบมาตรฐาน ซึ่งให้ผลการค านวณเป็นไปตามเส้นปะ จากภาพประกอบ 4.4 พบว่า 

เส้นปะซ้อนทับกับขอบเขตของการเปลี่ยนเฉดสี ซึ่งกล่าวได้ว่า ภาพฉายของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ย

รวมของระบบสองเกาะโลหะที่สอดคล้องกับแผนภาพเสถียรแบบมาตรฐาน [50], [72] กล่าวคือ ทั้ง

สองวิธีแสดงบริเวณท่ีเกิดปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ที่สอดคล้องกัน เมื่อพิจารณาสมการ (4.7)

–(4.8) ที่ใช้ในการสร้างภาพฉายของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของระบบ พบว่า ปริมาณดังกล่าวขึ้นกับ

อุณหภูมิ CE  และขอบเขตของการส่งผ่านประจุของระบบก็ขึ้นกับอุณหภูมิด้วย โดยขอบเขตของ

การส่งผ่านจะขยายใหญ่ขึ้นเมื่ออุณหภูมิสูงขึ้น เนื่องจากพลังงานจลน์ของอิ เล็กตรอนเพ่ิมขึ้น เมื่อ 

CE  มีค่าลดลง ท าให้อิเล็กตรอนสามารถเคลื่อนที่เข้าไปยังเกาะโลหะได้มากขึ้น แต่เมื่อพิจารณาใน

กรณีที่อุณหภูมิมีค่าต่ าลง พบว่า ขอบเขตของการส่งผ่านประจุจะแคบลงและขอบเขตมีความชัดเจน

ขึ้น ซึ่งสอดคล้องกับเส้นที่สร้างจากวิธีการแบบมาตรฐานที่อุณหภูมิเข้าใกล้ศูนย์องศาสัมบูรณ์ 

01n

02n  1 2,n n

21.3CE 
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นอกจากนั้น จากผลการค านวณในบริเวณอ่ืนๆ พบว่า ได้ผลในท านองเดียวกันกับที่ได้กล่าวมาใน

ข้างต้น ดังนั้นสามารถสรุปได้ว่าภาพฉายของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบในภาพประกอบ 

4.4 สามารถน าไปใช้เป็นแผนภาพเสถียร ซึ่งต่อไปจะเรียกว่าแผนภาพเสถียรนี้ว่าแผนภาพเสถียรแบบ

ควอนตัม (quantum stability diagram) 

 พิจารณาบริเวณวงกลมสีด าในภาพประกอบ 4.4 พบว่า เป็นบริเวณที่อิเล็กตรอนมีพลังงาน

เท่ากันทั้งสามสถานะ โดยจุดดังกล่าวถูกเรียกว่า จุดทริปเปิลพ้อยต์ ( triple point) หรือ จุดดีเจน

เนอเรซี (degeneracy point) โดยที่บริเวณดังกล่าวเป็นจุดที่จะเกิดการส่งผ่านอิเล็กตรอนได้สูงที่สุด 

เมื่อความต่างศักย์ไฟฟ้าระหว่างขั้วไฟฟ้าซอร์สและเดรนมีค่าเกือบเป็นศูนย์ เมื่อพิจารณาจุดดังกล่าว

ตามทิศทวนเข็มนาฬิกา พบว่า บริเวณจุดดังกล่าวสามารถเกิดการส่งผ่านอิเล็กตรอนจากขั้วไฟฟ้าซอร์

สไปยังเกาะโลหะที่ 1 และจากเกาะโลหะที่1 ไปยังเกาะโลหะที่ 2 และส่งผ่านไปยังขั้วไฟฟ้าเดรน โดย

เมื่อพิจารณาสถานะประจุเริ่มต้น  0,0  จากนั้น เมื่อเพ่ิมแรงดันที่ขั้วเกตที่ต่อเข้ากับเกาะโลหะที่ 1 

หรือ 01n  เพ่ิมขึ้น พบว่า จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในเกาะโลหะที่ 1 เพ่ิมขึ้นมา 1 ตัว ซึ่งแสดงด้วย

สถานะประจุ  1,0  จากนั้นเพ่ิมแรงดันไฟฟ้าที่ขั้วเกตที่ 2 พบว่าจ านวนอิเล็กตรอนในเกาะที่ 2 เพ่ิม

ขึ้นมา 1 ตัวและในขณะเดียวกัน จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยเกาะโลหะที่ 1 ก็ลดลง 1 ตัว โดยสามารถ

เขียนสถานะของการเปลี่ยนแปลงจ านวนประจุ ได้ เป็น        0,0 1,0 0,1 0,0    

ตามล าดับ เมื่อเปรียบเทียบจุดดังกล่าวกับผลที่ได้รายงานด้วยลิมบัทและคณะ พบว่า จุดดังกล่าว

เกิดข้ึนบริเวณ    01 02, 0.4,0.3n n   ซึ่งสอดคล้องกับผลการทดลอง 

 จากที่กล่าวมาข้างต้นสามารถสรุปได้ว่า ภาพฉายของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบ

บนระนาบ 01n  และ 02n  มีความสอดคล้องกับแผนภาพเสถียรที่สร้างจากวิธีการมาตรฐาน ยิ่งไปกว่า

นั้น แผนภาพเสถียรที่ถูกสร้างข้ึนใหม่นี้ยังได้รวมผลของปรากฏการณ์การทะลุผ่านและผลของอุณหภูมิ

ร่วมด้วย ซึ่งถือเป็นวิธีการใหม่ในการสร้างแผนภาพเสถียร ดังนั้น ในหัวข้อนี้ได้แสดงให้เห็นว่าสามารถ

น าแอคชันยังผลของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรมมาประยุกต์ใช้ในการสร้าง

แผนภาพเสถียร และโดยวิธีการดังกล่าวสามารถขยายไปสู่ระบบที่มีเกาะโลหะมากกว่าสองเกาะได้  
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4.3 การค านวณจุดดีเจนเนอเรซีของระบบสองเกาะโลหะ 

จากการศึกษาการเปลี่ยนแปลงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยว 
พบว่า จุดดีเจนเนอเรซี ซึ่งเป็นจุดที่อิเล็กตรอนสามารถทะลุผ่านระบบได้มากที่สุดหรือเป็นจุดที่ ค่า
ความน าไฟฟ้าของระบบมีค่าสูงสุด [34] จากข้อมูลดังกล่าวสามารถน ามาใช้เพื่อค านวณจุดดีเจนเนอเร
ซีของปั้มอิเล็กตรอนเดี่ยวได้ โดยเริ่มจากการพิจารณาจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบในสมการ 
(4.6) พบว่า การเปลี่ยนแปลงของปริมาณดังกล่าวเมื่อเทียบตัวแปรแรงดันไฟฟ้าที่ขั้วเกตทั้งสอง พบว่า 

 1 2

01 02

Tn n n
n n

  
    

  
                             (4.14) 

พิจารณาจุดที่มีการเปลี่ยนแปลงมากที่สุด กล่าวคือ  
max

Tn  ดังนั้น จุดดีเจนเนอเรซีของระบบ

สองเกาะโลหะนิยามได้ตามสมการ 

 01 02

0
,

Tn
n n

                                        (4.15) 

เมื่อคู่อันดับ  01 02,n n  เป็นคู่อันดับที่ท าให้ค่าของการเปลี่ยนแปลงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมมี
ค่าสูงสุด 

จากสมการแอคชันของระบบ 2 เกาะโลหะในหัวข้อ 4.2 เมื่อน าแอคชันดังกล่าวมาประยุกต์ใช้

ในการค านวณจุดดีเจนเนอซีหรือจุดที่เกิดการส่งผ่านอิเล็กตรอนในระบบ 2 เกาะโลหะ โดยเริ่มจาก

การพิจารณาสมการ 

 01 02

0
,

Tn
n n

                                        (4.16) 

เมื่อ 1 2Tn n n   และ 
01 02n n

  
   

  
 โดยจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของระบบสองเกาะ

โลหะสามารถเขียนได้เป็น 

 1 01 1 2 1 12

2 i
n n C k C k

e






                                (4.17) 

 2 02 1 1 2 22

2 i
n n C k C k

e






                               (4.18) 
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และค่าคาดหมายของตัวเลขไวน์ดิงส าหรับระบบสองเกาะโลหะสามารถเขียนได้เป็น 

eff

1 2

eff

1 2

ζ,

ζ ,

ζ

ζ

S k

I

k k

I
S k

k k

D k e

k

D e

 
   

 

 
   

 

 
 



 
 

  

  

                         (4.19) 

เมื่อ  1,2I   เนื่องจากระบบสองเกาะโลหะประกอบด้วยขั้วไฟฟ้าเกตที่เป็นอิสระต่อกัน ท าให้

สามารถแยกการพิจารณาการเปลี่ยนแปลงที่ขึ้นกับประจุเหนี่ยวน า 01n  และ 02n  อิสระต่อกันได้ 

เมื่อแทนสมการ (4.17) และ (4.18) ลงในสมการ (4.16) พบว่า 

         
      

      

2
22

1 1 1 1 1 2 2 1 1 22

2
22

1 2 2 2 1 1 1 2 2 12

4
1

4
1

Tn C C k k C C k k k k
e

C C k k C C k k k k
e









 

 

       

      

 

       
  

2 22 2
2

1 1 1 1 1 2 2 2

2

1 1 2 2 1 1 2

4
2

2

C C k k C C k k

e C C C k k k k





 

 

     
  
      

    (4.20) 

เมื่อค่าคาดหมายของตัวเลขไวน์ดิง 2

1k  2

2k  และ 2 1k k  ในสมการ (4.20) เขียนได้ดังนี้ 

eff ζ,2 2

1 1

1
ζ

S k

k

k D k e
Z


   



                                (4.21) 

eff ζ,2 2

2 2

1
ζ

S k

k

k D k e
Z


   



                                (4.22) 

eff ζ,

1 2 1 2

1
ζ

S k

k

k k D k k e
Z


   



                            (4.23) 
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โดยผลการค านวณท่ีได้จากสมการ (4.20)–(4.23) สามารถแสดงได้ดังภาพประกอบ 4.5 

 

 

ภาพประกอบ 4.5 จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบ 2 เกาะโลหะ เมื่อระนาบ  01 02,n n  มีการ
เปลี่ยนแปลงอยู่ในช่วง 0–1 ที่ CE  มีค่าแตกต่างกัน 
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ภาพประกอบ 4.6 การเปลี่ยนของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบ 2 เกาะโลหะ (ซ้าย) และ
ภาพฉายของการเปลี่ยนแปลงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบ (ขวา) พิจารณาที่ CE  มีค่า
เป็น 1.94 10.68 และ 21.35 ตามล าดับ 
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จากภาพประกอบ 4.5 ที่ได้แสดงผลการค านวณจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบ 2 

เกาะโลหะ เมื่อ CE  มีการเปลี่ยนแปลง พบว่า ที่ CE  มีค่า 1.94 จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของ

ระบบมีค่าเพ่ิมขึ้นแบบต่อเนื่องหรือระบบไม่เกิดปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ พิจารณาได้จากไม่

สามารถแยกพีคของการเกิดการส่งผ่านสูงสุดได้เป็น 2 พีค ซึ่งสอดคล้องกับผลการทดลอง [32] แต่

เมื่อ CE  เพ่ิมมากขึ้น พบว่า จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบมีการเพ่ิมขึ้นแบบขั้นบันได 

เนื่องจากผลของปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์มีความเด่นชัดมากขั้น นอกจากนั้น เมื่อพิจารณา

การเปลี่ยนแปลงของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบ 2 เกาะโลหะในภาพประกอบ 4.6 (ซ้าย) 

พบว่า มีจุดยอดการเปลี่ยนแปลงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบสองจุดซึ่งสอดคล้องกับผลการ

ทดลองของลิมบัทและคณะ [32] ที่ได้วัดค่าความน าไฟฟ้าของปั้มอิเล็กตรอนเดี่ยวซึ่งเกิดจุดที่มีความ

น าไฟฟ้าสูงสุดสองจุดเช่นเดียวกัน จากนั้นพิจารณาภาพประกอบ 4.6 (ขวา) ที่ได้แสดงภาพฉายของ

การเปลี่ยนแปลงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบ 2 เกาะโลหะ โดยจุดที่เกิดการเปลี่ยนแปลง

สูงสุดแสดงด้วยบริเวณสีแดง พบว่า จุด 01 02xn n n   ซึ่งเป็นจุดที่เกิดจากผลรวมของคู่อันดับที่ท า

ให้การเปลี่ยนแปลงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบมีค่าสูงที่สุด  01 02 1
,n n  และ  01 02 2

,n n  

แสดงไดดั้งภาพประกอบ 4.7 

 

ภาพประกอบ 4.7 แสดงจุดที่เกิดการเปลี่ยนแปลงของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยสูงสุด วงกลมสีด าและ
สีเหลี่ยมสีแดงเป็นจุดสูงสุดต าแหน่งที่ 1 และ 2 ตามล าดับ 
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จากภาพประกอบ 4.7 พบว่า จุดที่เกิดการเปลี่ยนแปลงของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของ

ระบบสูงสุดต าแหน่งที่ 1 และ 2 มีค่าประมาณ 0.54 และ 1.46 ตามล าดับ ซึ่งมีค่าน้อยกว่าจุดที่ค่ า

ความน าไฟฟ้าของปั้มอิเล็กตรอนเดี่ยวมีค่าสูงสุด โดยในการทดลองของลิมบัทและคณะนั้น xn  มี

ค่าประมาณ 0.7 และ 1.3 [32] แต่อย่างไรก็ตาม จากผลการค านวณจุด xn  ที่จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ย

มีการเปลี่ยนแปลงสูงสุดและจุดที่ท าให้เกิดค่าความน าไฟฟ้าสูงสุดนั้น พบว่า จุดดังกล่าวไม่

เปลี่ยนแปลงตามอุณหภูมิ 

 

ภาพประกอบ 4.8 ภาพฉายจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบ 2 เกาะโลหะเปรียบเทียบกับ
แผนภาพเสถียรจากวิธีมาตรฐาน 

 จากภาพประกอบ 4.8 เส้นปะสีแดงแสดงแนวของจุดดีเจนเนอเรซีของระบบ 2 เกาะโลหะที่

สร้างจากวิธีมาตรฐาน ซึ่งสอดคล้องกับแผนภาพเสถียรที่สร้างจากภาพฉายของจ านวนอิเล็กตรอน

เฉลี่ยรวมของระบบที่ CE  มีค่าสูง (หรืออุณหภูมิต่ าๆ) แต่เมื่อพิจารณาที่ CE  มีค่าลดลง พบว่า
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แผนภาพเสถียรที่สร้างจากภาพฉายมีลักษณะเปลี่ยนแปลงไปเนื่องจากผลของอุณหภูมิ กล่าวคือ เมื่อ

เปรียบเทียบจุดที่เกิดค่าความน าไฟฟ้าสูงสุดกับจุดที่เกิดการเปลี่ยนแปลงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ย

สูงสุด พบว่า จุด xn  ที่ค านวณได้มีค่าน้อยกว่าจุดที่ได้จากการทดลอง เนื่องจากในการค านวณได้

ก าหนดให้ 0S DV V   แต่ในการทดลองนั้น ในการวัดค่าความน าไฟฟ้าของระบบ จ าเป็นต้องให้

ความต่างศักย์ไฟฟ้าระหว่างขั้วซอร์สและขั้วเดรน กล่าวคือ 0S DV V   จากความต่างศักย์ดังกล่าวนี้ 

ท าให้อิเล็กตรอนที่จะเคลื่อนที่จากขั้วซอร์สไปยังขั้วเดรนต้องใช้พลังงานมากขึ้น ท าให้จุด xn  ที่เกิดค่า

ความน าไฟฟ้าสูงสุดมีค่ามากกว่าผลที่ได้จากการค านวณการเปลี่ยนแปลงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวม

ของระบบ ซึ่งผลดังกล่าวอาจจะเทียบเคียงได้กับการพิจารณาในระบบทรานซิสเตอร์อิเล็กตรอนเดี่ยว 

ที่พิจารณาในกรณีท่ี 0S DV V   ดังเส้นปะในภาพประกอบ 2.10 
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4.4 แผนภาพเสถียรของระบบ 4 เกาะโลหะ  

 ในหัวข้อ 4.2 ได้แสดงวิธีการค านวณแผนภาพเสถียรด้วยวิธีการควอนตัมมอนติคาร์โล ที่ได้

พิจารณาผลของปรากฏการณ์ทะลุผ่านร่วมด้วย พบว่า การค านวณดังกล่าวต้องใช้วิธีการประมวลผล

เชิงตัวเลข แต่ในกรณีที่ต้องการสร้างแผนภาพเสถียรในกรณีที่อุณหภูมิต่ า ( 0T  ) แผนภาพเสถียร

ดังกล่าวถูกเรียกว่าแผนภาพเสถียรแบบมาตรฐาน โดยวิธีการดังกล่าวได้ละเลยผลของปรากฏการณ์

ทะลุผ่าน ในหัวข้อนี้จะได้แสดงการสร้างแผนภาพเสถียรในระบบ 4 เกาะโลหะ ซึ่งแสดงดังแบบจ าลอง

ในภาพประกอบ 4.9 ดังนั้น ในหัวข้อนี้จะได้แสดงการประยุกต์ใช้แอคชันยังผลของระบบเกาะโลหะ

จ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรมในการสร้างแผนภาพเสถียรแบบมาตรฐาน ซึ่งสามารถท าได้โดยการไม่

พิจารณาผลของปรากฏการณ์ทะลุผ่าน กล่าวคือ ก าหนดให้ 0TS   โดยเริ่มจากการนิยามจ านวน

อิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบตามสมการ 

 

 

 

ภาพประกอบ 4.9 แบบจ าลองระบบสี่เกาะโลหะ ซึ่งประกอบด้วยรอยต่อการทะลุผ่าน 5 รอยต่อ และ
รอยต่อของตัวเก็บประจุระหว่างเกาะโลหะที่ 1 2 3 และ 4 ที่ต่อกับขั้วไฟฟ้าเกต    และ 

 ที่ค่ันด้วยตัวเก็บประจุ    และ  ตามล าดับ 

 

1 2 3 4Tn n n n n                                (4.24) 

g1V g2V g3V

g4V g1C g2C g3C g4C
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โดยที่ 1n  2n  3n  และ 4n  เป็นจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของเกาะโลหะล าดับที่ 1 2 3 และ 4 

ตามล าดับ จากสมการ (4.2)–(4.5) จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในแต่ละเกาะโลหะ สามารถค านวณได้

ตามสมการ 

 1 01 1 2 1 12

2 i
n n C k C k

e






                               (4.25) 

 2 02 1 1 2 2 2 32

2 i
n n C k C k C k

e






                   (4.26) 

 3 03 2 2 3 3 3 42

2 i
n n C k C k C k

e






                   (4.27) 

 4 04 3 3 4 42

2 i
n n C k C k

e






                              (4.28) 

เมื่อค่าคาดหมายของตัวเลขไวน์ดิงในสมการ (4.25)–(4.28) นิยามดังสมการ 

 

 

2

4

1 2 3 4

2

4

1 2 3 4

4
2

4
2

T
T
g

T
T
g

i

I

k k k k

I

i

k k k k

e k e

k

e e







     
  

   

     
  

   



   

   

k k n k

k k n k

                    (4.29) 

เมื่อ  1,2,3, 4I   เมทริกซ์  01 02 03 04, , ,T

g n n n nn   1 2 3 4, , ,T

I k k k kk  และ 4
4 22e


C  เมื่อ 

4C  สามารถเขียนได้ตามสมการ 

1 1

1 2 2

4

2 3 3

3 4

0 0

0

0

0 0

C C

C C C

C C C

C C









 
 
  
  
 

 

C                                 (4.30) 

เมื่อก าหนดให้    
1 1 1S gC C C C


       

2 1 2 2gC C C C

       

1 2 3 3gC C C C

       และ 

4 3 4g DC C C C

    ตามล าดับ 

 ในการสร้างแผนภาพเสถียรของระบบ 4 เกาะโลหะ ซึ่งเป็นแผนภาพสามมิติ ในวิทยานิพนธ์นี้

ได้ยกตัวอย่างเฉพาะ 2 กรณี กล่าวคือ ในกรณีที่แรงดันไฟฟ้าของขั้วเกตที่เกาะโลหะ 2 และ 3 มีค่า
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เป็น 0.0 และ 0.5 นอกจากนั้น ก าหนดให้มีการเปลี่ยนแปลงของจ านวนประจุในเกาะโลหะที่ 1 และ 

4 อยู่ในช่วง 0–4 และก าหนดให้ค่า 20CE   และพารามิเตอร์ทั้งหมดที่ใช้ในการค านวณแสดงใน

ตาราง 4.2 

ตาราง 4.2 ค่าพารามิเตอร์ที่ใช้ในการค านวณของระบบ 4 เกาะโลหะ ประกอบด้วยค่าความจุไฟฟ้า 
โดยก าหนดให้ระบบมีความสมมาตร 

พารามิเตอร์ 
SC  1C  2C  3C  DC  g1C  g2C  g3C  g4C  

ขนาดของ 

พารามิเตอร์ 

220 

 aF  

140 

 aF  

140 

 aF  

140 

 aF  

220 

 aF  

40 

 aF  

40 

 aF  

40 

 aF  

40 

 aF  

 

4.4.1 กรณีท่ีแรงดันไฟฟ้าขั้วเกต 02 03 0.0n n   

 จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยส าหรับระบบ 4 เกาะโลหะ ในกรณีที่ก าหนดให้ 02 03 0.0n n   

สามารถค านวณได้จากสมการ (4.25)–(4.28) ผลการค านวณสามารถแสดงได้ดัง ภาพประกอบ 4.10

และภาพประกอบ 4.11 จากภาพประกอบ 4.10 และภาพประกอบ 4.11 ที่แสดงผลการค านวณ

จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในกรณีที่แรงดันไฟฟ้าที่ขั้วเกตของเกาะโลหะที่ 2 และ 3 มีค่าเป็นศูนย์ 

กล่าวคือ 02 03 0.0n n   พบว่า จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของเกาะโลหะที่ 1 และเกาะโลหะที่ 4 ซึ่ง

แสดงในภาพประกอบ 4.10 (ก) และ (ข) ตามล าดับ มีลักษณะการเปลี่ยนแปลงของจ านวนอิเล็กตรอน

เฉลี่ยเพ่ิมขึ้นเป็นขั้นบันได โดยมีค่าตั้งแต่ 0–4 และจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของเกาะโลหะที่ 2 และ 3 

ซึ่งแสดงในภาพประกอบ 4.11 (ก) และ (ข) มีค่าประมาณศูนย์ 2 3 0n n   สามารถอธิบายได้

ว่า ในกรณีนี้อิเล็กตรอนไม่สามารถทะลุผ่านระบบไปได้ โดยระบบนี้สามารถเพ่ิม(หรือลด)จ านวน

อิเล็กตรอนในเกาะโลหะที่ 1 และ 4 โดยอิเล็กตรอนจะเคลื่อนที่จากขั้วไฟฟ้าซอร์สและเดรนเข้า(หรือ

ออก)จากจากเกาะโลหะที่ 1 และ 4 ตามล าดับ แต่ไม่สามารถทะลุผ่านเข้าไปยังเกาะโลหะที่ 2 หรือ 3 

ได้ จากภาพประกอบ 4.12 แสดงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบซึ่งมีลักษณะเพ่ิมขึ้นเป็น

ขั้นบันได อาจกล่าวได้ว่าระบบมีพฤติกรรมคล้ายกับกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยว นอกจากนั้น ภาพประกอบ 

4.12 สามารถน ามาสร้างภาพฉายของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบ ซึ่งแสดงได้ดัง

ภาพประกอบ 4.13 
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ภาพประกอบ 4.10 จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของเกาะโลหะที่ 1 และ 4 ซึ่งแสดงในภาพประกอบ (ก) 
และ (ข) ตามล าดับ เมื่อก าหนดให้ 02 03, 0.0n n   และมีการเปลี่ยนแปลง 01n  และ 04n  อยู่ในช่วง 
0 ถึง 4 โดยพิจารณาท่ี 20CE   
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ภาพประกอบ 4.11 จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของเกาะโลหะที่ 2 และ 3 และจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ย
รวม ซึ่งแสดงในภาพประกอบ (ก) และ (ข) ตามล าดับ และพิจารณาที่ 20CE   
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ภาพประกอบ 4.12 จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวม เมื่อก าหนดให้ 02 03 0.0n n   และพิจารณาที่ 
20CE   

 

 

ภาพประกอบ 4.13 ภาพฉายของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบสามโลหะ โดยสัญลักษณ์คู่
อันดับ  แสดงถึงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในเกาะโลหะที่ 1 2 3 และ 4 ตามล าดับ 

 

 1 2 3 4, , ,n n n n
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ภาพประกอบ 4.13 แสดงภาพฉายของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบ โดยสัญลักษณ์ 

 1 2 3 4, , ,n n n n แสดงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของเกาะโลหะล าดับที่ 1 2 3 และ 4 ตามล าดับ 

แผนภาพเสถียรของระบบ 4 เกาะโลหะ ที่ก าหนดให้แรงดันไฟฟ้าขั้วเกตของเกาะโลหะที่ 2 และ 3 มี

ค่าเป็นศูนย์ พบว่า ระบบสี่เกาะโลหะนี้ไม่สามารถส่งผ่านอิเล็กตรอนได้ กล่าวคือ อิเล็กตรอนไม่

สามารถเคลื่อนที่จากขั้วไฟฟ้าซอร์สไปยังขั้วไฟฟ้าเดรนได้ เนื่องจาก อิเล็กตรอนไม่สามารถเคลื่อนที่

เข้าไปในเกาะโลหะที่ 2 และ 3 เสมือนกับว่าในกรณีนี้เกาะโลหะที่ 2 และ 3 ประพฤติตัว เสมือนเป็น

สวิตซ์เปิด (open switch) ท าให้ระบบสี่เกาะโลหะในกรณีนี้มีพฤติกรรมเป็นกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยว

สองกล่องที่แยกออกจากกันอย่างอิสระ โดยเกาะที่ 1 และ 4 สามารถเพ่ิมหรือลดอิเล็กตรอนได้พร้อม

กัน แต่ไม่สามารถส่งผ่านอิเล็กตรอนผ่านระบบ กล่าวคือ สามารถเพ่ิมและลดจ านวนอิเล็กตรอนใน

เกาะโลหะที่ 1 และ 4 ได้โดยการเพ่ิมหรือลดแรงดันไฟฟ้าที่ขั้วเกตที่ต่อกับเกาะโลหะที่ 1 และ 4 

ตามล าดับ 

4.4.2 กรณีท่ีแรงดันไฟฟ้าขั้วเกต 02 03 0.5n n   

 ในกรณีที่ก าหนดให้ 02 03 0.5n n   และให้มีการแปลงแรงดันไฟฟ้าที่ขั้วเกตของเกาะโลหะ 

1 และ 4 เท่านั้น พบว่า จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยสามารถค านวณได้จากสมการ (4.25)–(4.28) ซึ่งผล

การค านวณสามารถแสดงได้ดังภาพประกอบ 4.14 และภาพประกอบ 4.15 จากภาพประกอบ 4.14 

พบว่า จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในในเกาะโลหะที่ 1 และ 4 มีค่าเพ่ิมข้ึนแบบไม่ต่อเนื่องจาก 0 ถึง 4 ดัง

แสดงในภาพประกอบ 4.14 (ก) และ (ข) ตามล าดับ และในภาพประกอบ 4.15 แสดงจ านวน

อิเล็กตรอนเฉลี่ยของเกาะโลหะที่ 2 และ 3 ซึ่งพบว่ามีการเปลี่ยนแปลงอยู่สองสถานะคือ 0 และ 1 

เนื่องจากเงื่อนไขดังกล่าวจะท าให้เกาะโลหะที่ 2 และ 3 ประพฤติตัว เสมือนเป็นสวิตซ์ปิด (closed 

switch) โดยเงื่อนไขนี้จะท าให้อิเล็กตรอนส่งผ่านจากเกาะโลหะที่ 1 ไปเกาะโลหะที่ 4 หรือการ

เคลื่อนที่ย้อนกลับจากเกาะโลหะที่ 4 ไปเกาะโลหะที่ 1 ได้ ท าให้สถานะของจ านวนอิเล็กตรอนในเกาะ

โลหะที่ 2 และ 3 มีสถานะเป็น 0 และ 1 ในทางที่ตรงกันข้าม เนื่องจากในกรณีนี้ระดับพลังงานของ

เกาะโลหะที่ 2 และ 3 เท่ากัน ท าให้สถานะดังกล่าวเกิดการเคลื่อนที่ของอิเล็กตรอนได้เพียงทีละ 1 ตัว

เท่านั้น  
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ภาพประกอบ 4.14 จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของเกาะโลหะล าดับที่ 1 และ 4 แสดงดังภาพประกอบ 
(ก) และ (ข) ตามล าดับ เมื่อก าหนดให้  และพิจารณาที่ค่า   

 

02 03 0.5n n  20E 
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ภาพประกอบ 4.15 จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของเกาะโลหะล าดับที่ 2 และ 3 แสดงดังภาพประกอบ 
(ก) และ (ข) ตามล าดับ เมื่อก าหนดให้  และพิจารณาที่ค่า   

 

02 03 0.5n n  20E 
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ภาพประกอบ 4.16 (ก) และ (ข) แสดงภาพฉายของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของเกาะโลหะที่ 2 และ 
3 และ (ค) ภาพฉายขอจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของเกาะโละที่ 1 และ 4 ในกรณีที่ก าหนดให้ 

 คู่อันดับในภาพ (ก)  หมายถึงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยที่อยู่เกาะโลหะที่ 2 (ข) 
 หมายถึงจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยที่อยู่เกาะโลหะที่ 3 ภาพ (ค) คู่อันดับ  หมายถึง

จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในเกาะที่ 1 และ 4 ตามล าดับ และภาพ (ง) คู่อันดับ แสดง
จ านวนอิเล็กตรอนในเกาะโลหะที่ 1 2 3 และ 4 ตามล าดับ 

 เมื่อพิจารณาภาพประกอบ 4.16 (ก) และ (ข) พบว่า จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในเกาะโลหะที่ 

2 และ 3 จะมีค่าเป็น 0 หรือ 1 เท่านั้น เนื่องจากระดับพลังงานของเกาะโลหะทั้งสองมีค่าเท่ากัน 

ส่งผลให้จ านวนอิเล็กตรอนในเกาะโลหะที่  2 และ3 เพ่ิมขึ้น(หรือลดลง)  ในทางตรงกันข้าม 

ภาพประกอบ (ค) แสดงภาพฉายของอิเล็กตรอนรวมระหว่างเกาะโลหะที่ 1 และ 4 ซึ่งจากภาพ พบว่า 

02 03 0.5n n   2n

 3n  1 4,n n

 1 2 3 4, , ,n n n n
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มีพฤติกรรมคล้ายปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยว โดยมีลักษณะการเพ่ิมขึ้นของประจุแบบไม่ต่อเนื่อง 

ภาพประกอบ (ง) แสดงภาพฉายของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบ  

 

ภาพประกอบ 4.17 (ก) ภาพฉายของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบสี่เกาะโลหะ โดยพิจารณา
ในกรณีที่  สัญลักษณ์  ในบริเวณสี่เหลี่ยมคางหมู แสดงถึงจ านวน
อิเล็กตรอนเฉลี่ยในเกาะโลหะที่ 1 2 3 และ 4 ตามล าดับ (ข) แสดงบริเวณที่เกิดการส่งผ่านประจุสอง
เหตุการณ์พร้อมกัน 

 จากภาพประกอบ 4.16 (ง) เมื่อน าแผนภาพดังกล่าวมาขยายขึ้น ในภาพประกอบ 4.17 

พบว่า ภายในบริเวณสี่เหลี่ยมคางหมู เป็นบริเวณที่เกิดการขัดขวางแบบคูลอมบ์ กล่าวคือ จ านวน

อิเล็กตรอนเฉลี่ยในแต่ละเกาะโลหะมีค่าคงที่ จนกระทั่งแรงดันไฟฟ้าที่ขั้วเกตทั้งสองมีค่าที่เหมาะสม 

อิเล็กตรอนจะสามารถส่งผ่านระหว่างเกาะโลหะได้ ท าให้จ านวนอิเล็กตรอนภายในระบบมีการ

เปลี่ยนแปลง 

 จากภาพประกอบ 4.17 (ข) พบว่า ภายในวงกลมเป็นบริเวณที่เรียกว่าจุดควอดรูเปิลพ้อยต์ 

(quadruple point) [37] ซึ่งเกิดจากการรวมกันของจุดทริปเปิลพ้อยต์ 2 จุด โดยบริเวณดังกล่าวเป็น

ต าแหน่งที่ระบบสามารถมีสถานะของประจุได้ 4 สถานะ กล่าวคือ  0,1,0,1   1,0,1,0   1,1,0,1  

หรือ  1,0,1,1  ซึ่งบริเวณดังกล่าวสามารถเกิดการส่งผ่านอิเล็กตรอน 2 เหตุการณ์พร้อมกัน กล่าวคือ 

กรณีที่เกิดการส่งผ่านอิเล็กตรอน 2 และ 3 ตัว ระหว่างเกาะโลหะ โดยในภาพประกอบ 4.15 (ข) 

แสดงด้วยลูกศรทึบ บ่งบอกถึงการส่งผ่านอิเล็กตรอนสองตัว โดยอิเล็กตรอนสามารถเคลื่อนที่จากเกาะ

02 03, 0.5n n   1 2 3 4, , ,n n n n
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โลหะล าดับที่ 1 ไปยังเกาะโลหะล าดับที่ 2 และพร้อมกันนั้นอิเล็กตรอนก็เคลื่อนที่จากเกาะโลหะล าดับ

ที่ 3 ไปยังเกาะโลหะล าดับที่ 4 แทนด้วยสัญลักษณ์    1,0,1,0 0,1,0,1  ส าหรับกรณีที่ 2 คือ 

การส่งผ่านอิเล็กตรอน 3 ตัว แสดงด้วยตัวอย่างลูกศรเส้นปะในภาพประกอบ 4.15 (ข) พบว่า เมื่อเพ่ิม

อิเล็กตรอน 1 ตัวเข้าไปยังเกาะโลหะล าดับที่ 1 อิเล็กตรอนที่อยู่ในเกาะโลหะล าดับที่ 1 จะถูกผลักไป

ยังเกาะโลหะล าดับที่ 2 และพร้อมกันนั้น อิเล็กตรอนที่อยู่ในเกาะโลหะล าดับที่ 3 จะเคลื่อนที่ไปยัง

เกาะโลหะล าดับที่ 4 โดยเหตุการณ์ทั้งสามแทนด้วยสัญลักษณ์    1,0,1,0 1,1,0,1  กระบวนการ

ดังกล่าวนี้ ถูกเรียกว่ากระบวนการควอนตัมเซลลูลาร์ออโตมาตา (quantum cellular automata 

process) [37], [73] ซึ่งเป็นเหตุการณ์เฉพาะที่เกิดในระบบที่มีมากกว่า 2 เกาะโลหะ 

 จากการน าฟังก์ชันแบ่งส่วนและแอคชันยังผลของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบ

อนุกรม มาใช้ค านวณจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของระบบ พบว่า ผลการค านวณในสมการ (4.1)–(4.4) 

สามารถน าไปสร้างภาพฉายของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบ ที่สามารถใช้เป็นแผนภาพ

เสถียรในกรณีต่างๆ ขึ้นอยู่กับเงื่อนไขการไบอัสที่ขั้วเกตตามที่สนใจพิจารณา จากการศึกษาแผนภาพ

ดังกล่าว ท าให้สามารถอธิบายเงื่อนไขในการควบคุมอิเล็กตรอนเฉลี่ยในแต่ละเกาะโลหะได้โดยการ

ปรับเปลี่ยนแรงดันไฟฟ้าที่ขั้วเกต จากวิธีการที่กล่าวมาข้างต้น สามารถน าไปประยุกต์เป็นแนวทางใน

การอธิบายปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ที่เกิดขึ้นในระบบที่โครงสร้างมีมากกว่า 4 เกาะโลหะ 

โดยปรับเปลี่ยนเงื่อนไขในการค านวณตามลักษณะโครงสร้างของอุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยวที่ต้องการ

ศึกษา 
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บทที่ 5  
สรุปและอภิปรายผลการค านวณ 

5.1 สรุปผลการวิจัย 
 จากวัตถุประสงค์ของวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ที่ต้องการค านวณแอคชันยังผลของระบบเกาะโลหะ

จ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรม และแสดงการน าแอคชันดังกล่าวไปประยุกต์ใช้อธิบายปรากฏการณ์

ขัดขวางแบบคูลอมบ์ที่เกิดขึ้นในอุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยว โดยเริ่มจากการก าหนดฮามิลโทเนียนของ

ระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรม จากนั้นเขียนฟังก์ชันแบ่งส่วนของระบบให้อยู่ในนัย

นิยมแบบปริพันธ์ของฟังก์ชันนอล พบว่า มีบางพจน์ในฮามิลโทเนียนที่สามารถค านวณปริพันธ์ได้ใน

แบบแม่นตรงและมีบางพจน์ที่ไม่สามารถค านวณได้ ท าให้ฟังก์ชันแบ่งส่วนดังกล่าวถูกแสดงอยู่ในรูป

ของแอคชันยังผลของระบบ ที่ประกอบไปด้วย 2 ส่วนที่ยังคงเหลืออยู่คือ แอคชันของคูลอมบ์และ

แอคชันของการทะลุผ่าน อย่างไรก็ตาม เนื่องจากฟังก์ชันแบ่งส่วนดังกล่าวไม่สามารถค านวณปริพันธ์

ในแบบแม่นตรงได้ ดังนั้น ในการตรวจสอบผลการค านวณดังกล่าว จึงต้องอาศัยวิธีการควอนตัมมอนติ

คาร์โล เพื่อค านวณปริมาณทางฟิสิกส์ส าหรับการอธิบายปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ที่เกิดขึ้นใน

อุปกรณ์อิเล็กตรอนเดี่ยวดังต่อไปนี้ 

 เพ่ือตรวจสอบแอคชันยังผลของระบบที่ค านวณได้ ในวิทยานิพนธ์นี้ได้น าไปประยุกต์ใช้ในการ

ค านวณจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรม จากนั้นได้ลดรูป

สมการของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยดังกล่าว เพ่ือน าไปอธิบายระบบ 2 เกาะโลหะหรือปั๊มอิเล็กตรอน

เดี่ยว พบว่า เมื่อก าหนดให้แรงดันไฟฟ้าที่ขั้วซอร์สและเดรนมีค่าเป็นศูนย์ จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวม

ของระบบที่ 21.3CE   มีลักษณะการเพ่ิมขึ้นแบบขั้นบันได ดังที่ได้แสดงในภาพประกอบ 4.3 จึง

กล่าวได้ว่า ระบบปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยวแสดงพฤติกรรมเป็นกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยว กล่าวคือ จะกักเก็บ

อิเล็กตรอนไว้ในเกาะโลหะ จากปรากฏการณ์ดังกล่าว ท าให้เราสามารถควบคุมการเคลื่อนที่ของ

อิเล็กตรอนได้ทีละ 1 ตัว ด้วยการเปลี่ยนแปลงแรงดันไฟฟ้าที่ขั้วเกตทั้งสอง นอกจากนั้น เมื่อสร้าง

ภาพฉายจากจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบของปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยวในระนาบ 01n  และ 02n  

พบว่า ภาพฉายที่ได้มีลักษณะคล้ายกับแผนภาพเสถียร และเมื่อท าการตรวจสอบขอบเขตของการ

เปลี่ยนแปลงจ านวนประจุกับผลการค านวณที่ได้จากวิธีการมาตรฐาน พบว่า ในกรณีอุณหภูมิต่ า 

ขอบเขตดังกล่าวซ้อนทับกัน และเมื่อค านวณจุดที่เกิดการส่งผ่านสูงสุดหรือจุดที่ ค่าความน าไฟฟ้ามี

ค่าสูงสุดแล้วน าไปเปรียบเทียบกับผลการทดลองของลิมบัทและคณะก็พบว่า จุดที่เกิดการส่งผ่าน

สูงสุดดังกล่าวมีค่าใกล้เคียงกัน จึงสามารถสรุปได้ว่า ภาพฉายดังกล่าวสามารถน าไปใช้เป็นแผนภาพ
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เสถียรของปั๊มอิเล็กตรอนเดี่ยวได้ และถูกเรียกว่า แผนภาพเสถียรแบบควอนตัม เนื่องจากแผนภาพ

เสถียรดังกล่าวได้พิจารณาผลของปรากฏการณ์การทะลุผ่านร่วมด้วย ซึ่งแตกต่างจากแผนภาพเสถียร

จากวิธีการมาตรฐานที่ไม่พิจารณาผลของปรากฏการณ์การทะลุผ่าน 

 เมื่อน าวิธีการค านวณจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยไปประยุกต์ใช้กับระบบที่ประกอบไปด้วย 4 

เกาะโลหะ โดยในวิทยานิพนธ์ได้แบ่งการศึกษาออกเป็นสองกรณี โดยในกรณีแรกได้ก าหนดให้ 

02 03 0.0n n   จากผลการค านวณพบว่า จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของเกาะโลหะที่ 2 และ 3 เป็น

ศูนย์เสมอ เนื่องจากอิเล็กตรอนไม่สามารถเข้าไปยังเกาะโลหะที่ 2 และ 3 ได้ แต่ในส่วนของเกาะที่ 1 

และ 4 นั้น สามารถที่จะเพ่ิม(หรือลด)จ านวนอิเล็กตรอนในเกาะโลหะได้พร้อมกัน โดยระบบสามารถ

เพ่ิม(หรือลด)จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในเกาะโลหะที่ 1 และ 4 ได้เท่านั้น และอิเล็กตรอนสามารถเข้า

(หรือออก)จากเกาะโลหะที่ 1 และ 4 ได้พร้อมกัน ดังนั้น กล่าวได้ว่าระบบภายใต้เงื่อนไขดังกล่าวแสดง

พฤติกรรมเหมือนกับกล่องอิเล็กตรอนเดี่ยวสองกล่องที่แยกออกจากกัน ในกรณีที่สองก าหนดให้ 

02 03 0.5n n   พบว่า ผลรวมของจ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยนของเกาะโลหะที่ 2 และ 3 จะมีค่าเป็น 

1 เสมอ โดยอิเล็กตรอนจะอยู่ในเกาะโลหะใดนั้นขึ้นอยู่กับว่า เมื่อเริ่มต้นพิจารณามีจ านวนอิเล็กตรอน

เฉลี่ยที่อยู่ในเกาะโลหะที่ 1 หรือ 4 เช่น ถ้าเริ่มต้นมีอิเล็กตรอนอยู่ในเกาะโลหะที่ 1 อิเล็กตรอนที่อยู่ใน

เกาะโลหะกึ่งกลางก็จะเลือกอยู่เกาะโลหะที่ไกลจากเกาะโลหะที่มอิีเล็กตรอนก่อน นอกจากนั้น เมื่อน า

จ านวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยรวมของระบบไปสร้างภาพฉายบนระนาบของ  01 04,n n  พบว่ามีลักษณะ

สอดคล้องกับแผนภาพเสถียรแบบมาตรฐาน และสามารถแสดงจุดควอดรูเปิลพ้อยต์ซึ่งเป็นจุดที่แสดง

ปรากฏการณ์ควอนตัมเซลลูลาร์ออโตมาตา โดยปรากฏการณ์ดังกล่าวเป็นปรากฏการณ์ที่เกิดการ

ส่งผ่านอิเล็กตรอนพร้อมกันมากกว่าสองตัว ซ่ึงเป็นคุณสมบัติพิเศษของระบบที่มีเกาะโลหะมากกว่า 2 

เกาะโลหะ จากที่กล่าวมาทั้งหมด สามารถสรุปได้ว่า ผลจากการค านวณแอคชันยังผลและจ านวน

อิเล็กตรอนเฉลี่ยของระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบนุกรม และการยกตัวอย่างในการน าไป

อธิบายปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ในระบบ 2 และ 4 เกาะโลหะ สามารถน าไปประยุกต์ใช้ใน

การอธิบายปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ในระบบที่ประกอบไปด้วยเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อ

แบบอนุกรมได้เสมอ เนื่องจากแอคชันยังผลที่ค านวณได้นี้เป็นของระบบในกรณีท่ัวไป 
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5.2 ข้อเสนอแนะ 

จากการที่ผู้วิจัยได้ศึกษาและจัดท าวิทยานิพนธ์เล่มนี้ มีข้อเสนอแนะส าหรับผู้ที่สนใจศึกษา

และน าไปประยุกต์ใช้งานในระบบเกาะโลหะจ านวนจ ากัดที่ต่อแบบอนุกรม ดังต่อไปนี้ 

1. ควรน าค่าแอคชันยังผลที่ค านวณได้นี้ไปท าการประมวลผลเชิงตัวเลขด้วยวิธีควอนตัมมอนติคาร์โล 

เพ่ืออธิบายปรากฏการณ์ขัดขวางแบบคูลอมบ์ในระบบที่มีมากกว่า 2 เกาะโลหะ 

2. ในวิทยานิพนธ์นี้ได้น าผลการทดลองไปเปรียบกับผลการทดลองจากระบบ 2 เกาะโลหะเท่านั้น 

ดังนั้น ถ้าจะให้งานวิจัยนี้สมบูรณ์มากยิ่งขึ้นควรน าผลการค านวณดังกล่าวไปเปรียบเทียบกับผลการ

ทดลองของระบบที่มีเกาะโลหะมากกว่า 2 เกาะโลหะ เช่น ผลการทดลองของชอร์และคณะ           

(D. Schröer et al.) [37] และผลการทดลองของมิลล์และคณะ (A.R. Mills et al.) [74] ที่ได้ท าการ

ทดลองในระบบที่ประกอบไปด้วย 3 และ 9 เกาะโลหะ ตามล าดับ 

3. ในวิทยานิพนธ์นี้พิจารณาในระบบเกาะโลหะที่สร้างจากโลหะเท่านั้น แต่ในปัจจุบันเทคโนโลยีอยู่

บนพ้ืนฐานของสารกึ่งตัวน า ซึ่งเกาะที่กักอิเล็กตรอนจะถูกเรียกว่า ควอนตัมดอท (quantum dot) 

ดังนั้น ควรน าแนวคิดและวิธีการข้างต้นไปประยุกต์ใช้ส าหรับระบบควอนตัมดอทแบบแถวเรียงต่อไป 
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